
K�UNU� TEORIJA

2000 met�u rudens paskaitos

1. K�un�u pl_etiniai

2. Galua grup_es

3. Polinom�u Galua grup_es

4. Ma�zos eil_es grupi�u klasi�kacija

5. Fundamentalioji teorema

6. Separabilusis ir normalusis pl_etinys

7. Klasikiniai br_e�zimo skriestuvu ir liniuote u�zdaviniai

8. I�sspend�ziamos grup_es

9. Radikalinis pl_etinys ir polinomo i�ssprend�ziamumas radikalais

10. Abelio teorema

Kiekvienas polinomas, kurio laipsnis nevir�sija 4; yra i�ssprend�ziamas radikalais vir�s
nulin_es charakteristikos k�uno. Gerai mums �zinomos kvadratin_es lygties sprendi-
mas pirm�a kart�a buvo pamin_etas jau 3 a.p.Kr. Diofanto "Aritmetikoje". 16-ame
am�ziuje ital�u matematikai D�z. Kardanas ( G.Cardano,1501-1576) ir L.Feraris (
L.Ferrari,1522-1565) i�srei�sk_e 3 -iojo ir 4 -ojo laipsnio polinom�u �saknis radikalais.
Po �sio rezultato 300 met�u buvo bandoma 5-ojo laipsnio polinomo sprendinius
i�sreik�sti radikalais. Tik 1826 metais N.Abelis i�rod_e, kad to padaryti negalima.
Praeitame skyriuje mes mat_eme kod_el, dar daugiau, gavome b�utinas ir pakanka-
mas s�alygas polinomo i�ssprend�ziamumui radikalais( Teorema 9.4). �Siame skyriuje
mes i�rodysime N.Abelio rezultat�a: bendro pavidalo polinomas, kurio laipsnis > 4
radikalais nei�ssprend�ziamas.

I�s Teoremos 9.4 �zinome, kad jeigu polinomo f 2 K [x] Galua grup_e yra
nei�ssprend�ziama, tai lygtis f (x) = 0 yra nei�ssprend�ziama radikalais. Mes rasime



polinomus, kuri�u Galua grup_e yra nei�ssprend�ziama grup_e Sp; �cia p � 5� pirminis
skai�cius. Prad_esime lema apie pa�ci�a grup�e Sp:

Lema 10.1 Tegu p� yra pirminis skai�cius. Jeigu Sp pogrupyje H yra trans-

pozicija ir ilgio p ciklas, tai H = Sp:

I�rodymas. Tegu transpozicija (12) 2 H ( prie�singu atveju, pakeiskime nu-
meracij�a). Tegu ilgio p ciklas �0 2 H: Ai�sku, kad �si� cikl�a galime prad_eti vienetu:
�0 = (1i2:::ip) : Pak_elus cikl�a tam tikru laipsniu s ir pasinaudoj�u tuo, kad p yra
pirminis, galite pasiekti, kad (�0)s = (12a3:::ap) = �; o pakeit�e numeracij�a, pasiek-
site tai, kad � = (123:::p) : H yra pogrupis, tod_el � = (23:::p) = (12) (123:::p) 2 H:
Turime, kad � k (12) � k�1 = (1; k + 1) 2 H su visais 1 � k � p � 1: Gavome,
kad (12) ; (13) ; :::; (1; p) 2 H: Tada su visais k1; k2 6= 1; (1; k1) (1; k2) (1; k1) =
(k1; k2) 2 H: Gavome, kad visos transpozicijos yra pogrupyje H: Tada H = Sp:

I�rodyta.

Dabar galime pateikti nei�ssprend�ziam�u radikalais polinom�u pavyzd�zi�u.

Teorema 10.2 Tegu p yra pirminis skai�cius, o f 2 Q [x] yra neredukuojamas

vir�s Q polinomas, kurio laipsnis p: Jeigu polinomas f turi lygiai p � 2 realias

�saknis, tai polinomo f Galua grup_e yra izomor��ska Sp: Taigi, polinomas f yra

nei�ssprend�ziamas radikalais.

I�rodymas.Tegu F � C yra polinomo f skaidinio k�unas vir�sQ; oG =Gal(F=K)�
polinomo f Galua grup_e. Tegu � 2 F yra polinomo �saknis. Polinomas f yra nere-
dukuojamas, tod_el [Q (�) : Q] = deg f = p. Pagal Teorem�a 1.8 k�un�u grandinei
F � Q (�) � Q turime, kad p yra [F : Q] = (G : hidi) daliklis. I�s Silovo teoremos
(Teorema 4.4 (1)) turime, kad grup_eje G yra elementas, kurio eil_e yra p ( fakt�a:
jeigu pirminis p dalija grup_es eil�e, tai �sioje grup_eje yra elementas, turintis eil�e

p;� vadina Ko�si teorema). I�s Teoremos 2.2 �zinome, kad grup_es G elementai yra
polinomo f �sakn�u keitiniai ir tod_el G � Sp: Vienint_eliai elementai grup_eje Sp; o
tuo pa�ciu ir grup_eje G; turintys eil�e p; yra ilgio p ciklai. Gavome, kad grup_eje G
yra ilgio p ciklas.

I�s bendro algebros kurso �zinome, kad jeigu a + ib yra polinomo su realiais
koe�cientais kompleksin_e �saknis, tai �sio polinomo �saknimi yra ir a� ib = a+ ib:
I�s s�alygos turime, kad funkcija � : C! C; � (a+ ib) = a� ib yra transpozicija,
priklausanti grupei G ( ji kei�cia dvi jungtines viena kitai polinomo kompleksines
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�saknis, o reali�asias �saknis nekei�cia). Gavome, kad polinomo f Galua grup_eje
G yra ir transpozicija, ir ilgio p ciklas. I�s Lemos 10.1 turime, kad G = Sp:
Grup_e Sp; p � 5; yra nei�ssprend�ziama, tod_el ir polinomas f yra nei�ssprend�ziamas
radikalais.

I�rodyta.

Baigdami skyri�u, parodysime, kaip sukonstruoti polinomus nei�ssprend�ziamus
radikalais.

Pavyzd�ziai 10.3 (1)Tegu p � 5 yra pirminis skai�cius, o m- lyginis skai�cius ir
n1 < � � � < np�2 sveikieji skai�ciai. Tegu g (x) = (x2 +m) (x� n1) � � � (x� np�2) ;
o f (x) = g (x)�2: Polinomo f (x) = xp+ap�1x

p�1+ � � �+a1x+a0 visi koe�cientai
yra lyginiai, bet a0 = �m � n1 � � �np�2 � 2 nesidalija i�s 22 = 4: Pagal Eizen�steino
kriterij�u polinomas f yra neredukuojamas vir�s Q: Turime, kad polinomas f yra
p� ojo laipsnio neredukuojamas polinomas, turintis p � 2 realias �saknis, kurio
Galua grup_e yra Sp ir tod_el yra nei�ssprend�ziamas radikalais.

Konkre�ciu pavyzd�ziu gal_et�u b�uti polinomas

f = (x2 + 2) (x� 2) (x� 4) (x� 6)� 2 = x5 � 12x4 + 46x3 � 72x2 + 88x � 94:

(2) Kitas paprastesnis pavyzdys: f (x) = x5 � 4x + 2: Pagal Eizen�steino
kriterij�u, kai p = 2; polinomas f yra neredukuojamas vir�s Q: �Zinodami, kad
f (x) < f (�2) ; kai x < 2; f (�2) = �22; f (0) = 2; f (1) = �1 f (2) = 26 ir
f (x) > f (2) ; kai x > 2; turime, kad funkcijos y = f (x) gra�kas kerta Ox a�si� ly-
giai trijuose ta�skuose, t.y. polinomas turi lygiai tris realias �saknis. Pagal Teorem�a
10.3 polinomas f yra nei�ssprend�ziamas radikalais.
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