KUNU TEORIJA

2000 mety rudens paskaitos

1. Kuny plétiniai

2. Galua grupés

3. Polinomy Galua grupés

4. Mazos eilés grupiy klasifikacija

5. Fundamentalioji teorema

6. Separabilusis ir normalusis plétinys

7. Klasikiniai brézimo skriestuvu ir liniuote uzdaviniai

8. IsspendZiamos grupes

9. Radikalinis plétinys ir polinomo iSsprendziamumas radikalais

10. Abelio teorema

Kiekvienas polinomas, kurio laipsnis nevirsija 4, yra issprendziamas radikalais virs
nulinés charakteristikos kuno. Gerai mums zinomos kvadratines lygties sprendi-
mas pirma karta buvo paminétas jau 3 a.p.Kr. Diofanto ” Aritmetikoje”. 16-ame
amziuje italy matematikai Dz. Kardanas ( G.Cardano,1501-1576) ir L.Feraris (
L.Ferrari,1522-1565) isreiske 3 -iojo ir 4 -ojo laipsnio polinomy Saknis radikalais.
Po sio rezultato 300 mety buvo bandoma 5-ojo laipsnio polinomo sprendinius
isreiksti radikalais. Tik 1826 metais N.Abelis irode, kad to padaryti negalima.
Praeitame skyriuje mes matéme kodel, dar daugiau, gavome butinas ir pakanka-
mas salygas polinomo issprendziamumui radikalais( Teorema 9.4). Siame skyriuje
mes irodysime N.Abelio rezultata: bendro pavidalo polinomas, kurio laipsnis > 4
radikalais neissprendZiamas.

[s Teoremos 9.4 Zinome, kad jeigu polinomo f € K [z] Galua grupé yra
neisprendziama, tai lygtis f (x) = 0 yra neisprendziama radikalais. Mes rasime



polinomus, kuriy Galua grupé yra neissprendziama grupe S, ¢ia p > 5— pirminis
skaicius. Pradesime lema apie pacia grupe S,.

Lema 10.1 Tegu p— yra pirminis skaicius. Jeigu S, pogrupyje H yra trans-
pozicija ir ilgio p ciklas, tat H = 5,,.

[rodymas. Tegu transpozicija (12) € H ( prieSingu atveju, pakeiskime nu-
meracija). Tegu ilgio p ciklas o' € H. Aisku, kad §j cikla galime pradéti vienetu:
o' = (liz...i,) . Pakeélus cikla tam tikru laipsniu s ir pasinaudojy tuo, kad p yra
pirminis, galite pasiekti, kad (¢')* = (12as...a,) = 0, 0 pakeite numeracija, pasiek-
site tai, kad o = (123...p) . H yra pogrupis, todél 7 = (23...p) = (12) (123...p) € H.
Turime, kad 7% (12) 7%= = (1,k+1) € H su visais 1 < k < p — 1. Gavome,
kad (12),(13),....(1,p) € H. Tada su visais k1, ko # 1, (1,k1) (1, k2) (1,ky) =
(k1,k2) € H. Gavome, kad visos transpozicijos yra pogrupyje H. Tada H = S,.

Irodyta.

Dabar galime pateikti neissprendziamy radikalais polinomuy pavyzdziy.

Teorema 10.2 Tegu p yra pirminis skaic¢ius, o [ € Q[z] yra neredukuojamas
virs Q polinomas, kurio laipsnis p. Jeigu polinomas f turt lygiai p — 2 realias
Saknts, tai polinomo [ Galua grupée yra izomorfiska S,. Taigi, polinomas f yra
neissprendzZiamas radikalais.

[rodymas.Tegu F' C C yra polinomo f skaidinio kunas virs Q, o G =Gal(F/K) —
polinomo f Galua grupé. Tegu o € F' yra polinomo saknis. Polinomas f yra nere-
dukuojamas, todél [Q(«): Q] = deg f = p. Pagal Teorema 1.8 kuny grandinei
F 2 Q(a) D Q turime, kad p yra [F : Q] = (G : (id)) daliklis. I$ Silovo teoremos
(Teorema 4.4 (1)) turime, kad grupéje GG yra elementas, kurio eilé yra p ( fakta:
jeigu pirminis p dalija grupés eile, tai Sioje grupéje yra elementas, turintis eile
p, — vadina Kosi teorema). 1§ Teoremos 2.2 zinome, kad grupés (i elementai yra
polinomo f Sakny keitiniai ir todél G C 5. Vienintéliai elementai grupéje S, o
tuo paciu ir grupéje (G, turintys eile p, yra ilgio p ciklai. Gavome, kad grupéje GG
yra ilgio p ciklas.

Is bendro algebros kurso zinome, kad jeigu @ + b yra polinomo su realiais
koeficientais kompleksiné Saknis, tai Sio polinomo $aknimi yra ir a — b = a + 1b.
I§ salygos turime, kad funkcija o : C — C, o (a + 1b) = a — b yra transpozicija,
priklausanti grupei G ( ji keic¢ia dvi jungtines viena kitai polinomo kompleksines



Saknis, o realiasias saknis nekeic¢ia). Gavome, kad polinomo f Galua grupéje
G yra ir transpozicija, ir ilgio p ciklas. I§ Lemos 10.1 turime, kad G' = 5,.
Grupe S, p > 5, yra neiSsprendziama, todel ir polinomas f yra neissprendziamas
radikalais.

Irodyta.

Baigdami skyriy, parodysime, kaip sukonstruoti polinomus neissprendziamus
radikalais.

Pavyzdziai 10.3 (1)Tegu p > 5 yra pirminis skai¢ius, o m- lyginis skai¢ius ir

ny < -+ < n,_y sveikieji skai¢iai. Tegu g (z) = (22 +m)(z —ny) - (x — ny_2),
o f(z) = g(x)—2. Polinomo f (z) = 2 +a,_1aP~ 4+ -+ a12 + ag visi koeficientai
yra lyginiai, bet ag = —m - ny - -n,_5 — 2 nesidalija i§ 2* = 4. Pagal Eizensteino

kriterijy polinomas f yra neredukuojamas virs Q. Turime, kad polinomas f yra
p— ojo laipsnio neredukuojamas polinomas, turintis p — 2 realias Saknis, kurio
Galua grupe yra S, ir todél yra neissprendziamas radikalais.

Konkreciu pavyzdziu galéty buti polinomas

f=(*+2)(x=2)(z —4)(z —6) — 2 = 2° — 122" + 462° — 722? + 88z — 94.

(2) Kitas paprastesnis pavyzdys: f(z) = 2° — 4z + 2. Pagal FEizensteino
kriterijy, kai p = 2, polinomas f yra neredukuojamas virs Q. Zinodami, kad
fle) < f(=2), kaix <2, f(=2)==22, f(0) =2, f(1) =—1 f(2) =26 ir
flx)> f(2), kai > 2, turime, kad funkcijos y = f (x) grafikas kerta Ox a3j ly-
gial trijuose taskuose, t.y. polinomas turi lygiai tris realias Saknis. Pagal Teorema
10.3 polinomas f yra neissprendziamas radikalais.



