
K�UNU� TEORIJA

2000 met�u rudens paskaitos

1. K�un�u pl_etiniai

2. Galua grup_es

�Siame skyriuje mes apibr_e�sime Galua grupes. Pranc�uz�u matematikas E. Galua
( �Evariste Galois, 1812-1832) dom_ejosi grupi�u teorijos taikymu k�un�u pl_etiniams,
apibr_e�ziam�u polinom�u pagalba, nagrin_eti. Tame tarpe jis nor_ejo rasti tikslias
polinom�u i�ssprend�ziamumo radikalais s�alygas. Problema formuluojama taip: ar
galima rasti bet kurio laipsnio polinomo �sakn�u i�srai�skas, naudojant tik keturis
aritmetinius veiksmus ir bet kurio nat�uralaus laipsnio traukimo �saknies veiksmus
i�s polinomo koe�cient�u. I�s prad�zi�u norveg�u matematikas N.H. Abelis (N.H. Abel,
1802-1829 ) pateik_e penktojo laipsnio polinomo su racionaliais koe�cientais nei�s-
sprend�ziamo radikalais pavyzdi�, o �siek tiek v_eliau E.Galua nurod_e tiksli�a �sio rezul-
tato prie�zasti�, kiekvienam polinomui priskirdamas baigtin�e grup�e. Galua teorija
skelbia: polinomas i�ssprend�ziamas radikalais tada ir tik tada, kada jo grup_e, kuri
ir vadinama Galua grupe, yra i�ssprend�ziama. �Siame kurse mes pabandysime tai
i�rodyti.

Tegu E ir F yra k�uno K pl_etiniai. Toki� nenulini� k�un�u homomor�zm�a � : E !
F , kad � (a) = a; su visais a 2 K vadina K�homomor�zmu. K� izomor�zmas
� : F ! F vadinamas k�uno F K� automor�zmu: Vis�u K� automor�zm�u aib�e
pa�zym_ekime Gal(F=K): ( Pasteb_ekime, kad vis�u k�uno F automor�zm�u aib�e �zymi
Aut(F ); kuri, kaip nesunku parodyti, yra grup_e.)

Lema 2.1 Aib_e Gal(F=K) yra grup_e kompozicijos at�zvilgiu. �Si�a grup�e mes
vadinsime k�uno F Galua grupe vir�s K:

I�rodymas. Mes parodysime, kad Gal(F=K) yra vis�u k�uno F bijekcij�u grup_es
A (F ) pogrupis. Turime idF 2Gal(F=K); taigi Gal(F=K) n_era tu�s�cia. Tegu dabar
�; � 2Gal(F=K): Tada ���1 yra k�uno F automor�zmas, nes dviej�u �ziedo izomor-
�zm�u kompozicija yra �ziedo izomor�zmas. Beto, ���1 (a) = � (��1 (a)) = � (a) =
a su visais a 2 K: Taigi, ���1 2Gal(F=K) ir pagal pagrindin�e pogrupio savyb�e
[5.7 teiginys,3] turime, kad Gal(F=K) yra grup_e.



I�rodyta.

Dabar pateiksime teorem�a, kuri taikoma kai kurioms paprastoms Galua grup_ems
skai�ciuoti.

Teorema 2.2 Tegu F=K yra k�uno pl_etinys ir elemento u 2 F minimalusis
polinomas yra p 2 K [x] : Tada su visias � 2 Gal(F=K) elementas � (u) taip
pat yra polinomo p �saknis. Kitaip sakant, kiekvienas � 2Gal(F=K) yra polinomo
�sakn�u, esan�ci�u k�une F; keitinys( perstata).

I�rodyti paliekame skaitytojui.

Pavyzdys. Nagrin_ekime kompleksini�u skai�ci�u k�un�aC. �Zinome, kadC = R (i)
ir polinomo x2+1 �saknys yra i ir �i: Tod_el, pagal Teorem�a 2.2, grup_eje Gal(F=K)
yra tik du elementai. Nesunku patikrinti, kad funkcija a+ ib ! a� ib yra k�uno
C R- automor�zmas, tod_el Gal(C=R) � Z2; nes yra tik viena grup_e, turinti du
elementus.
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Matome, kad kiekvienamk�uno pl_etiniui galima priskirti grup�e. Nor_et�usi �zinoti,
k�a gali mums pasakyti Galua grup_e apie pati� pl_etini�.

Mes mat_eme, kad kiekvienamk�uno pl_etiniuiF=K galima priskirti grup�e Gal(F=K) :
Nagrin_edami tarpini� k�un�a K � E � F; k�a galima pasakyti apie ry�si� tarp grupi�u
Gal(F=E) ir Gal(F=K) ?

Teorema 2.3 Tegu F=K yra k�uno pl_etinys. Tada
1. Su kiekvienu tarpiniu k�unu E grup_e E0 =Gal(F=E) yra grup_es Gal(F=K)

2



pogrupis.
2. Su kiekvienu grup_es Gal(F=K) pogrupiu H aib_e
H 0 = fv 2 F j� (v) = v su visais � 2 Hg yra tarpinis pl_etinio F=K k�unas.

I�rodymas. (1) Tegu E yra tarpinis k�unas. Tada
Gal(F=E) = f� 2 Aut (F ) j� (b) = b su visais b 2 Eg �
f� 2 Aut (F ) j� (a) = a su visais a 2 Kg = Gal(F=K) :
Taigi, Gal(F=E) yraA (F ) pogrupis, esantis grup_eje Gal(F=K) irE0 =Gal(F=E)

yra Gal(F=K) pogrupis, E0 =Gal(F=E) <Gal(F=K) :
(2) Tegu H <Gal(F=K) : Kadangi K � H 0; tai H 0 yra netu�s�cia, turinti 0 ir1.

Tada su visais u; v 2 H 0 turime � (u� v) = � (u) � � (v) = u � v ir � (uv) =
� (u)� (v) = uv su visais � 2 H: Taigi, u � v ir uv priklauso H 0 ir tod_el H 0 yra
F po�ziedis. Beto, su visais 0 6= u 2 H 0 turime � (u�1) = � (u)�1 = u�1 , taigi
u�1 2 H 0: Gavome, kad H 0 yra k�uno F pok�unis, turintis K:

I�rodyta.

Jeigu H yra grup_es Gal(F=K) pogrupis, tai H 0 vadinsime grupe H apibr_e�ztu

k�unu k�une F: Taigi mes jau �zinome, kaip kiekvienam tarpiniam k�unui E priskirti
grup_es Gal(F=K) pogrupi� E0 ir kaip kiekvienam grup_es Gal(F=K) pogrupiui H
priskirti tarpini� k�un�a H 0; esanti� tarp F ir K: Nor_et�usi �zinoti, ar �sie priskirimai
apibr_e�zia abipus vienareik�sm�e atitikti� tarp pl_etinio F=K tarpini�u k�un�u ir grup_es

Gal(F=K) pogrupi�u. Pl_etinio Q
�
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=Q pavyzdys rodo, kad ne visada. Tada

nor_et�usi �zinoti tas s�alygas kada taip yra.
Dabar pateiksime k�uno pl_etinio F=K ir �sios atitikties pagrindinius teiginius,

kuri�u i�rodym�a palieku skaitytojams.

Teiginiai:

1. F 0 = hidF i :

2. K 0 =Gal(F=K) :

3. hidF i = F:

4. Jeigu L ir E yra tokie tarpiniai k�unai, kad L �M; tai M 0 < L0:
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5. Jeigu H ir J yra tokie grup_es Gal(F=K) pogrupiai, kad H < J; tai J 0 yra
H 0 pok�unis.

6. Su kiekvienu tarpiniu k�unu L ir kiekvienu pogrupiu H <Gal(F=K) turime
L � (L0)0 = L00 ir H < (H 0)0 = H 00:

7. Su kiekvienu tarpiniu k�unu L ir kiekvienu pogrupiu H <Gal(F=K) turime
L0 = (L00)0 = L000 ir H 0 = (H 00)0 = H 000:

�Siuos teiginius galime apibendrinti tokia diagrama:

F ! hidF i
[ ^
M ! M 0

[ ^
L ! L0

[ ^
K ! Gal (F=K)

Gal (F=K) K
_ \
J ! J 0

_ \
H ! H 0

_ \
hidF i ! F

Pasteb_esime, kad i�s Teiginio 6 turime, kad su visais tarpiniais k�unais L teisinga
L � L00 ir su kiekvienu pogrupiu H <Gal(F=K) teisinga H < H 00: Tarpini� k�un�a
L vadinsime u�zdaru, jeigu L = L00: Pana�siai, pogrupi� H <Gal(F=K) vadinsime
u�zdaru, jeigu H = H 00:

Teorema 2.4 Tegu F=K yra k�uno pl_etinys. Egzistuoja abipus vienareik�sm_e
atitiktis tarp u�zdar�u tarpini�u k�un�u ir u�zdar�u grup_es Gal(F=K) pogrupi�u: E !
E0 <Gal(F=K) su kiekvienu u�zdaru tarpiniu k�unu E:

I�rodymas. Parodysime, kad �si atiktis yra injekcija. Tegu E ir L yra tokie du
tarpiniai k�unai, kad E0 = L0: Bet E ir L yra u�zdari, tod_el E = E00 = L00 = L:
Dabar parodysime, kad atitiktis yra siurjekcija. Su kievienu u�zdaru pogrupiu
H <Gal(F=K) turime H = H 00 = (H 0)0 ir tod_el k�un�a H 0 atitinka pogrupis H:

I�rodyta.

Svarbu pasteb_eti, kad Gal(F=K)0 neb�utinai sutampa su K ir gali b�uti didesnis
u�z K: Kitaip sakant, k�unas K gali b�uti ir ne u�zdaras.

4



Apibr_e�zimas 2.5 Tegu F=K yra k�uno pl_etinys. K�unas F vadinamas Galua
k�unu vir�sK; jeigu Gal(F=K)0 = K: �Siuo atveju k�uno pl_etinys F=K yra vadinamas
Galua pl_etiniu.
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