KUNU TEORIJA

2000 mety rudens paskaitos

1. Kuny plétiniai
2. Galua grupés

Siame skyriuje mes apibrésime Galua grupes. Pranciizy matematikas E. Galua
( Evariste Galois, 1812-1832) doméjosi grupiy teorijos taikymu kuny plétiniams,
apibréziamuy polinomy pagalba, nagrineti. Tame tarpe jis noréjo rasti tikslias
polinomy i8sprendziamumo radikalais salygas. Problema formuluojama taip: ar
galima rasti bet kurio laipsnio polinomo sakny israiskas, naudojant tik keturis
aritmetinius veiksmus ir bet kurio naturalaus laipsnio traukimo saknies veiksmus
i§ polinomo koeficienty. I§ pradziy norvegy matematikas N.H. Abelis (N.H. Abel,
1802-1829 ) pateikeé penktojo laipsnio polinomo su racionaliais koeficientais neis-
sprendziamo radikalais pavyzdi, o siek tiek veliau F.Galua nurode tikslia $io rezul-
tato priezasti, kiekvienam polinomui priskirdamas baigtine grupe. Galua teorija
skelbia: polinomas issprendziamas radikalais tada ir tik tada, kada jo grupe, kuri
ir vadinama Galua grupe, yra issprendziama. Siame kurse mes pabandysime tai
irodyti.

Tegu E ir F' yra kuno K pléetiniai. Toki nenulini kuny homomorfizma o : £ —
F.,kad o (a) = a, su visais ¢ € K vadina K—homomorfizmu. K — izomorfizmas
o : F' — F vadinamas kuno F' K — automorfizmu. Visy K — automorfizmy aibe
pazymékime Gal(F'/K). ( Pastebékime, kad visy kuno F' automorfizmy aibe Zymi
Aut(F'), kuri, kaip nesunku parodyti, yra grupe.)

Lema 2.1 Aibé Gal(F/K) yra grupé kompozicijos atZvilgiv. Sig grupe mes
vadinsime kuno F' Galua grupe virs K.

[rodymas. Mes parodysime, kad Gal(F/K) yra visy kuno F bijekcijy grupes
A (F) pogrupis. Turime idp €Gal(F/K), taigi Gal(F/K) néra tuscia. Tegu dabar
®,0 €Gal(F/K). Tada ¢f~! yra kiino F' automorfizmas, nes dviejy ziedo izomor-
fizmy kompozicija yra ziedo izomorfizmas. Beto, p07! (a) = ¢ (67! (a)) = ¢ (a) =
a su visais @ € K. Taigi, ¢0~! €Gal(F/K) ir pagal pagrindine pogrupio savybe
[5.7 teiginys,3] turime, kad Gal(F/K) yra grupe.



Irodyta.

Dabar pateiksime teorema, kuri taikoma kai kurioms paprastoms Galua grupéms
skaiciuoti.

Teorema 2.2 Tequ F/K yra kuno plétinys ir elemento uw € F minimalusis
polinomas yra p € Kz]|. Tada su visias o € Gal(F/K) elementas o (u) taip
pat yra polinomo p Saknis. Kitaip sakant, kiekvienas o € Gal(F/K) yra polinomo
sakny, esanciy kune F, keitinys( perstata).

Irodyti palickame skaitytojui.

Pavyzdys. Nagrinékime kompleksiniy skai¢iy kiing C. Zinome, kad C = R (1)
ir polinomo z?+1 saknys yra i ir —i. Todél, pagal Teorema 2.2, grupéje Gal(F/K)
yra tik du elementai. Nesunku patikrinti, kad funkcija a + 1b — @ — b yra kuno
C R- automorfizmas, todél Gal(C/R) ~ Z,, nes yra tik viena grupé, turinti du
elementus.

Pavyzdys. Nagrinékime Q(v/5) kaip kino Q plétini. Skaiciai v/3 it —v/5
yra neredukuojamo polinomo z? — 5 € Q [z] saknys. Pagal Teorema 2.2 grupéje

Gal (Q (\/5) /Q) yra tik 2 elementai. Nesunku patikrinti, kad funkcijao : Q (\/5)
— Q (\/5) , O (a + \/56) = a — /5b yra netrivialusis kiino Q(\/g) Q- automor-
fizmas, todél Gal(Q (\/5) /Q) = Zs, nes yra tik viena grupé, turinti du elementus.

Pavyzdys. Nagrinekime Q(\g’/g) . Skai¢ius v/5 yra vienintélis realusis poli-
nomo z°—5 saknis ir Q C Q (\3/5) C R. Pagal Teorema 2.2 grupeje Gal (Q (\3/5) /Q)

yra tik vienas elementas.

Matome, kad kiekvienam kuno plétiniui galima priskirti grupe. Norétysi zinoti,
ka gali mums pasakyti Galua grupé apie pati plétini.

Mes matéme, kad kiekvienam kuno plétiniui '/ K galima priskirti grupe Gal(F/K) .
Nagrinédami tarpini kuna K C F C F|, ka galima pasakyti apie ry$i tarp grupiu
Gal(F/FE) ir Gal(F/K) ?

Teorema 2.3 Tegu F/K yra kuno plétinys. Tada
1. Su kiekvienu tarpiniv kunu E grupé E' =Gal(F/E) yra grupés Gal(F/K)



POGrupis.
2. Su kiekvienu grupés Gal(F/K) pogrupiu H aibé
H' ={v € Flo(v) = v su visais 0 € H} yra tarpinis plétinio F/K kunas.

[rodymas. (1) Tegu F yra tarpinis kunas. Tada

Gal(F/FE) ={o € Aut (F)|o (b) = b su visais b € F} C

{o € Aut(F)|o(a) = a su visais « € K} = Gal(F/K).

Taigi, Gal(F'/E) yra A (F') pogrupis, esantis grupéje Gal(F/K ) ir E' =Gal(F/E)
yra Gal(F'/K) pogrupis, E' =Gal(F/E) <Gal(F/K).

(2) Tegu H <Gal(F/K). Kadangi K C H’, tai H' yra netuscia, turinti 0 irl.
Tada su visais u,v € H' turime o (u —v) = o(u) —o(v) = u — v ir o (uv) =
o(u)o (v) = uv su visais o € H. Taigi, u — v ir uv priklauso H' ir todél H' yra
F poziedis. Beto, su visais 0 # v € H' turime o (u™') = o (u)™" = u~" | taigi
u™t € H'. Gavome, kad H' yra kuno I pokunis, turintis K.

Irodyta.

Jeigu H yra grupés Gal(F'/K') pogrupis, tai H' vadinsime grupe H apibréztu
kiinu kune F. Taigi mes jau zinome, kaip kiekvienam tarpiniam kunui ¥ priskirti
grupés Gal(F/K) pogrupi £’ ir kaip kiekvienam grupés Gal(F/K') pogrupiui H
priskirti tarpini kuna H', esanti tarp [’ ir K. Norétusi Zinoti, ar sie priskirimai
apibrézia abipus vienareik§me atitikti tarp plétinio F'/K tarpiniy kuny ir grupes
Gal(F/K) pogrupiy. Plétinio Q (\3/5) /Q pavyzdys rodo, kad ne visada. Tada
norétysi zinoti tas salygas kada taip yra.

Dabar pateiksime kuno plétinio F'/K ir sios atitikties pagrindinius teiginius,
kuriy irodyma palieku skaitytojams.

Teiginiai:

1. F'=(idp).

2. K' =Gal(F/K).
3. (idp) = F.

4. Jeigu L ir F yra tokie tarpiniai kunai, kad . C M, tai M’ < L'.



5. Jeigu H ir J yra tokie grupées Gal(F/K) pogrupiai, kad H < J, tai J' yra
H' pokunis.

6. Su kiekvienu tarpiniu kunu L ir kiekvienu pogrupiu H <Gal(F/K) turime
LC (LY =L"it H<(H) =H"

7. Su kiekvienu tarpiniu kunu L ir kiekvienu pogrupiu H <Gal(F/K') turime
I = (L//)/ =" H = (H//)/ - H"

Siuos teiginius galime apibendrinti tokia diagrama:

- (idg) Gal (F/K) K
U A vV N
M — M’ J — J
U A vV N
L — L H - H’
U A vV N
K — Gal(F/K) (idg) - F

Pastebésime, kad 18 Teiginio 6 turime, kad su visais tarpiniais kunais L teisinga
L C L" ir su kiekvienu pogrupiu H <Gal(F/K) teisinga H < H”. Tarpinj kuna
L vadinsime uzdaru, jeigu L = L". Panasiai, pogrupi H <Gal(F/K) vadinsime
uzdaru, jeigu H = H".

Teorema 2.4 Teqgu F/K yra kuno plétinys. Fgzistuoja abipus vienareiksmé
atitiktis tarp uzdary tarpiniy kuny ir uZdary grupés Gal(F/K) pogrupiy: E —
E' <Gal(F/K) su kiekvienu uzdaru tarpiniv kunu .

[rodymas. Parodysime, kad $i atiktis yra injekcija. Tegu E ir L yra tokie du
tarpiniai kunai, kad £’ = L'. Bet E ir L yra uzdari, todél £ = E" = L" = L.
Dabar parodysime, kad atitiktis yra siurjekcija. Su kievienu uzdaru pogrupiu
H <Gal(F/K) turime H = H" = (H") ir todél kina H' atitinka pogrupis H.

Irodyta.

Svarbu pastebeéti, kad Gal(F'/K)' nebiitinai sutampa su K ir gali buti didesnis
uz K. Kitaip sakant, kunas K gali buti ir ne uzdaras.



Apibrézimas 2.5 Tegu F'/K yra kuno plétinys. Kunas F' vadinamas Galua
kiinu virs K, jeigu Gal(F/K)" = K. Siuo atveju kiino plétinys F'/ K yra vadinamas
Galua pletiniu.



