
NEREDUKUOJAMI POLINOMAI

VIR�S BAIGTINIÙ K�UNÙ

Neredukuojami polinomai baigtiniù k�unù teorijoje vaidina pana�sù vaidmenì kaip ir
pirminiai skai�ciai skai�ciù teorijoje. Dauguma konstruktyviù u�zdaviniù sprendimù remiasi
neredukuojamù polinomù savyb_emis. �Stai keletas i�s jù:

1. Neredukuojamas vir�s GF (q) polinomas f(x) yra savo �saknies � minimalusis poli-
nomas, I = fg(x) 2 GF (q) [x] j g(�) = 0g =

�
f(x)

�
, t.y. � yra polinomo g(x) 2 GF (q) [x]

�saknis tada ir tik tada, kai g(x) dalijasi i�s f(x).
2. Bet kuriam nat�uraliajam skai�ciui n vir�s bet kokio baigtinio k�uno GF (q) egzistuoja

neredukuojamas n-ojo laipsnio polinomas.
Dabar nustatysime kitas neredukuojamù polinomù savybes.

1 teiginys. Tegu f(x) 2 GF (q) [x] yra neredukuojamas n-ojo laipsnio polinomas,

o � { viena i�s polinomo f(x) �saknù, esanti k�uno GF (q) pl_etinyje. Tada polinomo f(x)
skaidinio k�unas K yra

�
GF (q)

�
(�) = GF (qn).

Ìrodymas. I�s apibr_e�zimo �zinome, kad polinomo f(x) skaidinio k�unas yra ma�ziausias
k�uno GF (q) pl_etinys, kuriame yra visos polinomo f(x) �saknys. Tod_el

GF (q) �
�
GF(q)

�
(�) � K:

Kita vertus,
��
GF (q)

�
(�) : GF (q)

�
= n ir

�
��GF (q)

�
(�)

�
� = qn. �Zinodami , kad visi k�uno�

GF (q)
�
(�) elementai yra polinomo fqn (x) = xq

n

� x �saknys. Taigi fqn(�) = �q
n

�� = 0
ir, tod_el fqn(x) dalijasi i�s f(x): visos polinomo f(x) �saknys yra ir polinomo fqn (x) �saknys.
Tod_el

K �
�
GF(q)

�
(�)

ir
K =

�
GF (q)

�
(�) = GF (qn):

2 teiginys. Tegu f(x) 2 GF (q) [x] neredukuojamas n-ojo laipsnio polinomas. Tada

polinomas fqm(x) = xq
m

� x dalijasi i�s f(x) tada ir tik tada, kai m dalijasi i�s n.

Ìrodymas. Jau �zinome, kad polinomo f(x) skaidinio k�unas yra
GF (qn), o polinomo fqm(x) skaidinio k�unas yra GF (qm). Be to, jei k�unas GF (qn) yra
k�uno GF (qm) pok�unis, GF (qn) � GF (qm); tai m dalijasi i�s n.

Tegu fqm (x) dalijasi i�s f(x). Tada visos polinomo f(x) �saknys yra ir polinomo fqm (x)
�saknys. Tod_el GF (qn) � GF (qm) ir m dalijasi i�s n.

Prie�singai, tegum dalijasi i�s n. TadaGF (qn) � GF (qm) ir visos polinomo f(x) �saknys
priklauso k�unui GF (qm). Bet k�uno GF (qm) elementai { tai polinomo fqm (x) �saknys ir
tod_el polinomo f(x) �saknis � yra polinomo fqm(x) �saknis. Taigi fqm(x) dalijasi i�s f(x).

Neredukuojamù polinomù vir�s baigtiniù k�unù �saknys rei�skiamos paprastai.

3 teiginys. Tegu f(x) 2 GF (q) [x] yra n-ojo laipsnio neredukuojamas polinomas ir
� { kuri nors polinomo f(x) �saknis polinomo skaidinio k�une GF (qn). Tada k�uno GF (qn)
elementai

�;�q; �q
2

; : : : ; �q
n�1

yra visos skirtingos polinomo f(x) �saknys ir n yra ma�ziausias nat�uralusis skai�cius, kuriam

teisinga lygyb_e �q
n

= �.

1



Ìrodymas. Tegu f(x) = a0 + a1x+ : : :+ anx
n, ai 2 GF (q), 0 6 i 6 n, o � { polinomo

f(x) �saknis polinomo skaidinio k�une GF (qn):

f(�) = a0 + a1 �+ : : :+ an�
n = 0:

K�uno GF (qn) charakteristika yra pirminis skai�cius p, o q yra p laipsnis. Tod_el aqi = ai ir

f(�q) = a0 + a1�
q + : : : + an�

qn = a
q
0 + a

q
1�

q + : : :+ aqn�
qn

= a
q
0 + (a1 �)

q + : : : + (an�
n)q = (a0 + a1�+ : : :+ an�

n)q

=
�
f(�)

�q
= 0:

Taigi, jeigu � yra polinomo f(x) �saknis, tai ir �q yra �sio polinomo �saknis, taip pat �saknys
yra ir elementai

�;�q; �q
2

; : : : ; �q
n�1

:

Visi �sioje sekoje esantys elementai yra skirtingi, nes, jeigu �q
i

= �q
j

, 0 6 i < j 6 n � 1,
tai �

�q
i�qn�j

=
�
�q

j�qn�j
;

�q
n+i�j

= �q
n

= �;

�q
n+i�j

� � = 0;

t.y. � b�utù polinomo fqn+i�j (x) = xq
n+i�j

�x �saknis ir tada polinomas fqn+i�j (x) dalytùsi
i�s f(x), ir n+ i� j dalytùsi i�s n. Bet tai prie�starauja nelygyb_ems 0 < n+ i� j < n.

4 i�svada. Tegu f(x) 2 GF (q) [x] yra n-jo laipsnio neredukuojamas polinomas ir

�;�q; �q
2

; : : : ; �q
n�1

{ �sio polinomo �saknys k�une GF (qn). Tada �siù �saknù eil_es k�uno

GF (qn) multiplikacin_eje grup_eje GF (qn)� yra lygios:

ordGF (qn)�(�) = ordGF (qn)�(�
q) = : : : = ordGF (qn)�

�
�q

n�1�
:

Ìrodymas. Grup_e GF (qn)� yra (qn� 1)-osios eil_es ciklin_e grup_e, tod_el elemento � eil_e
�sioje grup_eje yra qn � 1 daliklis:

qn � 1 =m � ordGF (qn)�(�):

Tada

ordGF (qn)�
�
�q

i�
=

ordGF (qn)�(�)

DBD
�
qi; ordGF (qn)�(�)

� =
ordGF (qn)�(�)

DBD
�
qi; q

n
�1
m

� =

= ordGF (qn)�(�); 0 6 i 6 n� 1;

nes q = ps, p = charGF (q) ir 1 6 DBD
�
qi; q

n
�1
m

�
6 DBD

�
qi; qn � 1

�
= 1.
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