NEREDUKUOJAMI POLINOMAI
VIRS BAIGTINIY KUNU

Neredukuojami polinomai baigtiniy kunu teorijoje vaidina panasuy vaidmeni kaip ir
pirminial skaiciai skai¢iu teorijoje. Dauguma konstruktyviu uzdaviniu sprendimu remiasi
neredukuojamuy polinomu savybémis. Stai keletas i3 ju:

1. Neredukuojamas virs GF(q) polinomas f(x) yra savo Ssaknies o minimalusis poli-
nomas, I = {g(x) € GF(q)[z] | g(a) =0} = (f(:z;)), t.y. a yra polinomo g(z) € GF(q) [«]
saknis tada ir tik tada, kai g(«) dalijasi is f(x).

2. Bet kuriam naturaliajam skai¢iui n virs bet kokio baigtinio kuno GF(q) egzistuoja
neredukuojamas n-ojo laipsnio polinomas.

Dabar nustatysime kitas neredukuojamu polinomu savybes.

1 teiginys. Tegu f(x) € GF(q)[x] yra neredukuojamas n-ojo laipsnio polinomas,
o a — viena i§ polinomo f(x) Sakny, esanti kuno GF(q) plétinyje. Tada polinomo f(x)
skaidinio kunas K yra (GF(q)) () = GF(q").

Irodymas. I8 apibrézimo zinome, kad polinomo f(x) skaidinio kunas yra maziausias
kuno GF(q) plétinys, kuriame yra visos polinomo f(x) saknys. Todél

GF(q) € (GF(q))(a) C K.

Kita vertus, [(GF(q))(oz) : GF(q)] =nir ‘(GF(q))(oz)‘ = ¢". Zinodami , kad visi kuno
(GF(q))(oz) elementai yra polinomo fyn(x) = 24" — z saknys. Taigi fn(a) =a? —a =0
ir, todeél fyn(y) dalijasiis f(x): visos polinomo f(z) Saknys yra ir polinomo fgn (z) saknys.
Todel
K C (GF(q))(a)
ir
K = (GF(q))(a) = GF(q").

2 teiginys. Tegu f(x) € GF(q)[r] neredukuojamas n-ojo laipsnio polinomas. Tada
polinomas fym(2) = 27" —  dalijasi i§ f(x) tada ir tik tada, kai m dalijasi i3 n.

Irodymas. Jau zinome, kad polinomo f(x) skaidinio kunas yra
GF(q"), o polinomo fym(z) skaidinio kunas yra GF(¢™). Be to, jei kunas GF(¢") yra
kuno GF(¢™) pokunis, GF(¢") C GF(¢™), tai m dalijasi i§ n.

Tegu f,m (x) dalijasi i§ f(2). Tada visos polinomo f(z) saknys yra ir polinomo f,m ()
saknys. Todél GF(¢™) C GF(¢™) ir m dalijasi i8 n.

Priesingai, tegu m dalijasi is n. Tada GF(¢") C GF(¢™) ir visos polinomo f(x) saknys
priklauso kunui GF(¢™). Bet kuino GF(q™) elementai — tai polinomo f,m(z) saknys ir
todél polinomo f(x) Saknis a yra polinomo f,m(x) Saknis. Taigi f,=(x) dalijasiis f(z).

Neredukuojamu polinomu virs baigtiniy kunu saknys reiskiamos paprastai.

3 teiginys. Tegu f(x) € GF(q)[x] yra n-ojo laipsnio neredukuojamas polinomas ir
a — kuri nors polinomo f(x) Saknis polinomo skaidinio kune GF(¢"). Tada kuno GF(¢")
elementai
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yra visos skirtingos polinomo f(x) Saknys ir n yra maziausias naturalusis skaic¢ius, kuriam
. . . n
teisinga lygyvbe o = a.



Irodymas. Tegu f(z) =ag+a1x+ ...+ apz™, a; € GF(q), 0 < i < n, oa - polinomo
f(2) saknis polinomo skaidinio kune GF(¢"):

flay=a+aa+... 4+ a,a™ =0.
Kuno GF(¢") charakteristika yra pirminis skai¢ius p, o ¢ yra p laipsnis. Todél af = a; ir
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=ag + (a1 @) + ...+ (apa™)! = (ap + ;1 + ...+ apa™)?
= (f(a))" =0
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Taigi, jeigu o yra polinomo f(x) saknis, tai ir a? yra $io polinomo Saknis, taip pat saknys
yra ir elementai
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Visi §ioje sekoje esantys elementai yra skirtingi, nes, jeigu af =a? 0 <1< j<n—1,
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t.y. « butu polinomo fn4i-j(z) = 20" 4 saknis i tada polinomas f n+i—; (2) dalytusi

i§ f(x), ir n + ¢ — 7 dalytusi i n. Bet tai priestarauja nelygybéms 0 <n+1i— 7 < n.

4 isvada. Tegu f(x) € GF(q)[x] yra n-jo laipsnio neredukuojamas polinomas ir
,...,qun_l — §io polinomo Saknys kune GF(q"). Tada siy sakny eilés kuno
GF(q") multiplikacinéje grupéje GF(¢™)* yra lygios:

a,af o
OI'dGF(qn)*(Oé) = OrdGF(qn)*(Oéq) = ... = OrdGF(q")* <aqn_ )

Irodymas. Grupé GF(¢")* yra (¢" — 1)-osios eilés cikliné grupé, todél elemento « eilé
sioje grupéje yra ¢ — 1 daliklis:

q" — 1 =m-ordgpg)(a).

Tada
ordgp(gny (@) _ordgrgnys (@)

"~ DBD (¢, ordgp(qny (@) DBD(gf, £1)

m

OrdGF(qn)* (ozqi>

= ordgp(gmy«(@), 0<i<n—1,

nes g = p°, p=charGF(q) ir 1 < DBD(qi, qnm_1> < DBD(qi,q" — 1) = 1.



