Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas. Rimantas Grigutis

13 paskaita. Tiesinés transformacijos erdveje.

Apibrézmas. Funkcija T s xyz— erdvés j xyz— erdve, T (v,y,2) = (u,v,w),
apibrézta lygybémis

U = a® + any + a3z
U = anT + axny + azz (1)
W = az1T + azy + aszsz

vadinama tiesine transformacija.

Tiesine transformacija T apibréziancias lygybes (1) galima reiksti ir matri-
comis

U 11 12 d13 &€
v = a1 dgz2 a23 Yy >
31 @32 @33 z

Taigi pati transformacija 7' gali buti apibréziama ir trumpiau

T(a)=Aa=Db
€ u G411 G122 a13
claa=| vy |,b=]| v | —vektoriai, A = | az az a3 | — tiesinés trans-
< w G31 a3z 0a33

formacijos T' matrica. Noredami pabreézti rysi tarp transformacijos 7' ir jos ma-
tricos A, pacia transformacija zymi T4, o transformacijos T' (arba T4 ) matrica

zymi [T] (arba [T4] ):

T(a)=[T]a
[T4] = A.

Pavyzdziai. 1) Transformacija Tp, apibrézta lygybe
To(a) =0a=0,
¢ia 0— nuliné matrica, vadinama nuline transformacija. Sia transformacija

daznai zymi 0.
2) Transformacija 17, apibrézta lygybe



Tr(a) = la=a,

¢ia [— vienetiné matrica, vadinama vienetine transformacija. Sia trans-
formacija daznai zymi [.

Svarbi pastaba. Visiskai analogiskai galima apibrezti ir tiesines transforma-
cija ir 2y— plokstumoje: T4 (a) = b

b = [TA] a
u - aj; 12 T
v )\ aa axp y )
Aptarsime svarbiausias tiesines transformacijas xy— plokstumoje ir xyz— erdvéje.
1. Atspindzio transformacija.

Apibrezimas. AtspindZio transformacija yra tiesiné transformacija kiekvienam
vektoriui priskirianti vektoriy simetriskq kurios nors tiesés arba plokstumos atzvilgiu.

1.1. AtspindZio transformacija xy— plokstumoje.

Transformacija Lygtys Matrica Formule
Atspindys U= —x -1 0 vy (—-120 x
y- asies atzvilgiu v=1y 0 1 v ) L0 1 Yy
Atspindys u=x 1 0 wy) (1 0 x
x- adies atzvilgiu = v = —y 0 —1 v ) 0 —1 Yy
Atspindys U=y 0 1 vy (01 x
y = z atzvilgiu v=u 10 v /) \10 Yy




1.1. AtspindZio transformacija xyz— erdvéje.

Transformacija  Lygtys Matrica Formulé

Atspindys u=x 1 0 0 u 10 0 x
xy- plokstumos v=y 01 0 v |=101 0 Yy
atzvilgiu w=—z 00 —1 00 —1 z
Atspindys u=x 1 0 0 10 0 x
xz- plokstumos v=—y 0 -1 0 v =10 -1 0 Yy
atzvilgiu W=z 0 0 1 0 0 1 z
Atspindys U= —x -1 0 0 u -1 0 0 x
yz- plokstumos v=y 0 10 v | = 0 10 Yy
atzvilgiu W=z 0 01 w 0 01 z

2. Ortogonaliosios projekcijos transformacija.
Apibrezimas. Ortogonaliosios projekcijos transformacija yra tiesiné trans-
formacija kiekvienam vektoriui priskirianti to vektoriaus ortogonaligjg projekcijg

kurioje nors tieséje arba plokstumoje, einanéiose per koordinaciy pradzig.

2.1. Ortogonaliosios projekcijos transformacija xy— plokstumoje.

Transformacija Lygtys Matrica Formule
Projekcija i u=x 10 uw) (10 x
T~ ad] v=20 0 0 v /) {00 y

jam)

Projekcija i u = 0 0 vy (00 x
y- as] v=y 0 1 v/ \0 1 Yy



2.2. Ortogonaliosios projekcijos transformacija xyz— erdvéje.

Transformacija Lygtys Matrica Formulé
Projekcija i u=x 100 u 1 0 x
xy- plokstuma v=y 10 v |=(010 Yy
w=20 000 0 0 z
Projekcija i =z 100 100 x
xz- plokstuma v=2>0 0 0 v |=(00 Yy
00 1 0 01 z
Projekcija i u=20 0 00 u 0 00 x
yz- plokstuma =y 010 v |=(010 Yy
w=z 0 1 0 1 z

3. Posukis.

Apibrezimas. Posukiu kampu 0 xy - pokstumoje vadiname tiesine transfor-
macijq T, kuri kickvieng vektoriy xy - plokstumoje pasuka pries laikrodzio rodykle
kampu 6.

Rasime posiikio transformacijos 7% matrica.

Tegu T?(a) = b . Turime

a=(x,y) = rcospitrsing]j,
b = (u,v)=rcos(0+¢)itrsin(f+ ¢)]j

ir
T =TCos P, Yy =rsingp
u=rcosfcosp —rsinfsiny = xcosf — ysinb

v=rsinfcosp + rcosfsinp = xsinfd + ycosb

Tada



g1 [ cosf —sind
{T}_(sine cos@)

w \ [ cosf —sind x
(U)_(sine cos f )(y)

Apibrezimas. Tegu [— tiesé xyz - erdvéje, einanti per koordinaciy pradzig,
ir u vektorius tieséje | ir pradzia taske (0,0,0). Teigiama tiesés posukio vek-
toriaus u kryptimi vadinsime kryptj, gaunamgq sukant desine rankg, nyksciu
nukreipty vektoriaus u kryptimi, sulenkty pirsty link (desinés rankos taisyklé).

Posukiu kampu 0 xyz - erdvéje vadiname tiesine transformacije T, kuri kickvie-
ng vektoriy xyz - plokstumoje pasuka teigiama duotos tiesés posukio kryptimi

ir

kampu 6.
Transformacija Lygtys Matrica
Postkis apie u=x 10 0
x- as] v=ycosf — zsinb 0 cosf —sinb
kampu 6 w=ysinf 4 zcosb 0 sinf cosé
Postkis apie u=2xcosf + zsinb cos) 0 sinf
y- as] v=1 0 10
kampu 6 w= —xsinf + zcosb —sinf 0 cos#
Postkis apie u=xcosf —ysinb cos —sinf 0
z- ad] v=2xsinf + ycosb sinff cosf 0
kampu 6 w=z 0 0 1

Pastaba. Posukis kampu 6 vienetinio vektoriaus u = (a, b, ¢) kryptimi - tai
transformacija, kurios matrica:

a*(1 —cosf) +cosf ab(l —cosf)—csinf ac(l —cosf)+ bsinb
ab(l —cosf) + csinf  b* (1 —cosf) +cosf be(l —cosb) —asinb
ac(l —cosf) —bsinf be(l —cosf) +asind ¢* (1 —cosb) + cos b



4. Tiesinis istempimas ir tiesinis suspaudimas.

Apibrézimas. Tequ k - neneigiamas skaicius. Tada transformacija T (@) =
ka vadinama istempimu, jei k > 1, ir suspaudimu, jet 0 < k < 1.

Aisku, kad tiek istempimo, tiek suspaudimo matricos xy - plokstumoje ir xyz
- erdvéje yra
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atitinkamai.
Tiesiniy transformacijy kompozicija.

Apibrezimas. Tequ Ty ir T - dvi transformacijos arba xy plokstumoje, arba
xyz erdvéje. Tada transformacijg Tg o T'y apibrézite formule

(TpoTs)(a)=Tp(T4(a))
vadina tiesiniy transformacijy 74 ir T kompozicija(sandauga).
Transformacija T'g 0 Ty - tiesiné, nes
(TgoTs)(a)=Tg(Ts(a)) = B(Aa) = (BA)a.
Taigi turime, kad

TB OTA = TBA-



Pavyzdys. 1% o 1% = T%+0,
Tikrai

{Téb oTel] — {Tﬂz} . {Tel} _ ( cosfly —sinb; ) ( cosfy —sinby )

sinfy  cos b, sinf; cos#f
[ cosbycosb; —sinbysinf;  — (cos by sin 6y + sin b, cos b,)
- ( sin s cos 8 + cosOysinf; —sinfysinf; + cos b cos b )
[ cos(0;+0;) —sin (6, +0,)
o ( sin (61 + 602)  cos (01 + 02) )
— {T92+91} .
Pastaba. Tiesiniy transformaciju kompozicijoje yra svarbi transformacijy
atlikimo eiles tvarka. Bendrai transformacija Tg o T4 ne visada yra lygi transfor-

macijai T4 o Tg. Pavyzdziui, tegu T4 atspindzio transformacija xy plokstumoje
tieses y = x atzvilgiu, o Tg - ortogonalioji projekcija i « -asi. Tada

J=(b0)
J=(70)

[TBOTA]:[TB][TA]:(? (1))(8 (1)
[TAoTB]Z[TAHTB]:(g (1))((1) (1)

irTgoTs#TsoTp.



