
Algebra ir geometrija informatikams. Paskait�u konspektas. Rimantas Grigutis

12 paskaita. Ties_e erdv_eje. Dviej�u tiesi�u, ties_es ir plok�stumos pad_etis erdv_eje.

Ties�e erdv_eje galima apibr_e�zti kaip dviej�u sisikertan�ci�u plok�stum�u susikirtimo
bendr�u ta�sk�u aib�e. Taigi, kiekvien�a ties�e galima u�zra�syti dviej�u tiesini�u lyg�ci�u
sistema: (

a1x+ b1y + c1z + d1 = 0
a2x+ b2y + c2z + d2 = 0

: (1)

Tai bendroji ties_es lygtis.
Tegu A0 (x0; y0; z0)� �ksuotas ties_es t ta�skas, o A (x; y; z) - bet kuris ties_es

t ta�skas, ir v =(k; l;m) - nenulinis vektorius lygiagretus tiesei t: Tada vektoriai
AA0 = (x� x0; y � y0; z � z0) ir v =(k; l;m) yra kolinear�us. Tod_el

x� x0

k
=

y � y0

l
=

z � z0

m
:

�Sis ties_es pavidalas vadinamas kanonine ties_es lygtimi, o vektorius v =(k; l;m)
vadinamas ties_es t krypties vektoriumi.

Vektori�u AA0 = (x� x0; y � y0; z � z0) ir v =(k; l;m) kolinearum�a gal_etume
u�zra�syti ir taip:

AA0 = tv

arba

x� x0 = tk

y � y0 = tl

z � z0 = tm

ir

x = x0 + tk

y = y0 + tl

z = z0 + tm



Tai parametrin_es ties_es t lygtys.

Kaip i�s bendrosios ties_es lygties rasti kanonin�e ties_es lygti�?

Tegu (1) yra bendroji ties_es t lygtis. Ties_es t krypties vektorius v =(k; l;m)
tai bet kuris vektorius lygiagretus abiems plok�stumoms: a1x+ b1y+ c1z + d1 = 0
ir a2x + b2y + c2z + d2 = 0; t.y. vektorius v yra statmenas abiems plok�stum�u
normal_es vektoriams n1 = (a1; b1; c1) ir n2 = (a2; b2; c2) : Taigi vektoriumi v gal_et�u
b�uti vektorius

v = n1 � n2 =

 ����� b1 c1
b2 c2

����� ;�
����� a1 c1
a2 c2

;

����� a1 b1
a2 b2

�����
�����
!
:

Norint rasti kuri� nors vien�a ties_es ta�sk�a A0, reikt�u paimti kuri� nors sistemos
(1) sprendini� (x0; y0; z0) :

Tiesi�u pad_etis koordina�ci�u sistemos at�zvilgiu.

Tegu v =(k; l;m) - ties_es t krypties vektorius.
1. k = 0 , v � i =0, v lygiagretus yz plok�stumai
2. l = 0, v � j =0, v lygiagretus xz plok�stumai
3. m = 0, v � k =0, v lygiagretus xy plok�stumai
4. k = l = 0, v k k, v lygiagretus Oz a�siai
5. l = m = 0, v k i, v lygiagretus Ox a�siai
6. k = m = 0, v k j, v lygiagretus Oy a�siai.

Teorema(dviej�u tiesi�u pad_etis erdv_eje). Tegu duotos dvi ties_es:

t1 :
x� x1

k1
=

y � y1

l1
=

z � z1

m1

t2 :
x� x2

k2
=

y � y2

l2
=

z � z2

m2

:

Tada

1) ties_es t1 ir t2 lygiagre�cios ()
k1

k2
=

l1

l2
=

m1

m2

:

2) ties_es t1 ir t2 statmenos () k1k2 + l1l2 +m1m2 = 0:
3) kampas ' tarp tiesi�u t1 ir t2 randamas i�s lygties

cos' = k1k2+l1l2+m1m2p
k1+l1+m1

p
k2+l2+m2

.
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4) ties_es t1 ir t2 yra prasilenkian�cios ()

�������
k1 l1 m1

k2 l2 m2

x2 � x1 y2 � y1 z2 � z1

������� 6= 0 :

5) ties_es t1 ir t2 priklauso vienai plok�stumai ()

�������
k1 l1 m1

k2 l2 m2

x2 � x1 y2 � y1 z2 � z1

������� = 0:

I�rodymas.
1)

ties_es t1 ir t2 lygiagre�cios
() krypties vektoriai v1 = (k1; l1;m1) ir v2 = (k2; l2;m2) lygiagret�us

()
k1

k2
=

l1

l2
=

m1

m2

:

2)

ties_es t1 ir t2 statmenos
() krypties vektoriai v1 = (k1; l1;m1) ir v2 = (k2; l2;m2) statmeni

() k1k2 + l1l2 +m1m2 = 0:

3) kampas ' tarp tiesi�u t1 ir t2 tai kampas tarp krypties vektori�u v1 =
(k1; l1;m1) ir v2 = (k2; l2;m2) ; tod_el

cos' = k1k2+l1l2+m1m2p
k1+l1+m1

p
k2+l2+m2

:

4)

ties_es t1 ir t2 yra prasilenkian�cios
() vektoriai v1 = (k1; l1;m1) , v2 = (k2; l2;m2) ir
A1A2 = (x2 � x1; y2 � y1; z2 � z1) n_era komplanar�us

() v1 � (v2 �A1A2) 6= 0:

5)
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ties_es t1 ir t2 priklauso vienai plok�stumai
()vektoriai v1 = (k1; l1;m1) , v2 = (k2; l2;m2) ir
A1A2 = (x2 � x1; y2 � y1; z2 � z1) komplanar�us

() v1 � (v2 �A1A2) = 0:

I�rodyta.

Teorema(ties_es ir plok�stumos pad_etis erdv_eje). Tegu duota ties_e t :

x� x0

k
=
y � y0

l
=
z � z0

m

ir plok�stuma P :

ax + by + cz + d = 0 :

1) ties_e t lygiagreti plok�stumai P () ak + bl + cm = 0

2) ties_e t statmena plok�stumai P ()
a

k
=

b

l
=

c

m
:

I�rodymas. Ties_e t lygiagreti plok�stumai P tada ir tik tada, kai ties_es t kryp-
ties vektorius v = (k; l;m) statmenas plok�stumos P normal_es vektoriuin =(a; b; c) :

ak + bl+ cm = 0

Ties_e t statmena plok�stumai P tada ir tik tada, kai ties_es t krypties vektorius
v = (k; l;m) lygiagretus plok�stumos P normal_es vektoriui n = (a; b; c) :

a

k
=

b

l
=

c

m
:

I�rodyta.

Dabar aptarsime atstumo problem�a tiesei erdv_eje.

Tegu A (a1; a2; a3) ir B (b1; b2; b3)� �ksuoti ties_es t ta�skai, P (x; y; z)� bet
kuris ties_es t ta�skas, ir AB = (b1 � a1; b2 � a2; b3 � a3) - nenulinis vektorius ly-
giagretus tiesei t: Tada vektoriai AP = OP�OA ir AB yra kolinear�us:

OP�OA =tAB:
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Tada lygyb_e

OP = OA+tAB (�1 < t < +1)

vadinama vektorine ties_es t lygtimi.

Teorema(ta�sko atstumas iki ties_es). Tegu C yra erdv_es ta�skas ir t� ties_e,
einanti per du ta�skus A ir B: Tada egzistuoja lygiai vienas toks ties_es t ta�skas P;
kad vektorius CP yra statmenas vektoriui AB ir

OP = OA+tAB; t =
AB �AC

kABk2
;

ir ta�sko C atstumas iki ties_es t lygus

CP =

q
AC2 �AB2 � (AC �AB)2

AB
:

I�rodymas. Tegu OP = OA+tAB ir vektorius CP yra statmenas vektoriui
AB: Tada

CP �AB =0
(OP �OA) �AB =0

(OA+tAB�OA) �AB =0
(CA+tAB) �AB =0

CA �AB+tAB �AB =0
�AC �AB+t kABk2=0

t =
AB �AC

kABk2
:

Vektoriai CP ir PA yra statmeni, tod_el i�s Pitagoro teoremos trikampiui PAC
(kampas prie vir�s�un_es P� status) turime:

CP 2 = AC2 � PA2

= AC2 � ktABk2

= AC2 � t2AB2

= AC2 �

 
AB �AC

kABk2

!2

AB2

=
AC2 �AB2 � (AC �AB)2

AB2
:

O tai ir reik_ejo i�rodyti.
I�rodyta.
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