Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas. Rimantas Grigutis
12 paskaita. Tiesé erdvéje. Dviejy tiesiy, tiesés ir plokstumos padétis erdvéje.

Tiese erdvéje galima apibrezti kaip dviejy sisikertanc¢iy plokstumuy susikirtimo
bendry tasky aibe. Taigi, kiekviena tiese galima uzrasyti dviejy tiesiniy lygciy
sistema:

ax+biy+ez+d =0
(1)
a2t + boy + oz +dy =0

Tai bendroji tieses lygtis.

Tegu Ao (0, Yo, z0) < fiksuotas tiesés ¢ taskas, o A(x,y,z) - bet kuris tiesés
t taskas, ir v =(k,l,m) - nenulinis vektorius lygiagretus tiesei ¢. Tada vektoriai
AAy = (2 &g,y Syo, 2 Sz0) it v =(k,[,m) yra kolinearus. Todél

Tr <=2 - Y =1Yo - 2 =20
kL m
Sis tiesés pavidalas vadinamas kanonine tiesés lygtimi, o vektorius v = (k, 1, m)
vadinamas tiesés ¢t krypties vektoriumi.

Vektoriy AAg = (¢ Sao,y SYo, 2 S2) it v =(k,[,m) kolinearuma galétume
uzrasyti ir taip:

AAO =tv
arba

T 19 =tk

y <yo =t

z &z =1tm
ir

T =z + tk

y =yo+ 1l

z=z2y+tm



Tai parametrineés tieses ¢ lygtys.
Kaip is bendrosios tiesés lyglies rasti kanonine tiesés lygti?

Tegu (1) yra bendroji tiesés t lygtis. Tiesés ¢ krypties vektorius v = (k, [, m)
tai bet kuris vektorius lygiagretus abiems plokstumoms: ayx + by + ¢12 +dy =0
it asx + by + 2z + dy = 0, t.y. vektorius v yra statmenas abiems plokstumuy
normalés vektoriams ny = (ay, by, ¢1) ir nz = (az, b, ¢2) . Taigi vektoriumi v galéty

by o

V:nlxngz(‘b c ‘)
2 2

Norint rasti kuri nors viena tiesés taska Ag, reikty paimti kurj nors sistemos
(1) sprendini (x07 Yo, ZO) '

buti vektorius

a1 b1
4P) bz

a1 G
2

as ¢’

Tiesiy padétis koordinaciy sistemos atZvilgiu.

Tegu v = (k,l,m) - tiesés t krypties vektorius.
k=0<v-1=0& v lygiagretus yz plokstumai
[=0% v-)]=0<% v lygiagretus xz plokstumai
m =0« v-k =0« v lygiagretus xy plokstumai
k=1=0<«v| k& vlygiagretus Oz asiai
[=m=0<%<v|i<e v lygiagretus Oz asiai
E=m=0<%& v j< vlygiagretus Oy asiai.

SRRt

Teorema(dviejy tiesiy padétis erdvéje). Tegu duotos dvi tiesés:

Tr <r . Y =Y _Z<:>Zl

ty: =
! kl ll mi
Tr =T Y <=Y2 2 <29
tg . = = .
kg [y my

Tada " l
1) tiesés 1y ir 1y lygiagrecios <= — = * = .

kg [y my
2) tiesés ty ir 1y statmenos <= kiks + l1ls + myms = 0.

3) kampas @ tarp tiesiy t; ir ty randamas s lygties

kiko+llodmymo

COS = .
SO kl—l—ll—l—ml k2+l2+m2

2



4) tiesés ty ir ty yra prasilenkiancios =

k1 Iy my
ko ly ma # 0.
T =T1 Y2 oY1 Z2=7
5) tiesés ty ir ty priklauso vienai plokstumai =
kl ll mi
kg lz my =0.

Ty =T1 Y2 =Y F2 =R

[rodymas.

1)

tieses ty ir t9 lygiagrecios
<= krypties vektoriai vi = (k1,l1,m1) ir v2 = (kg, 3, m2) lygiagretus
k1 B l oy
kg B [y B mz'

tieses ¢ 1r {9 statmenos
<= krypties vektoriai vi = (ky,l1,m1) ir v = (kq, 3, m2) statmeni
< kky + [y + myme = 0.

3) kampas ¢ tarp tiesiy ¢; ir ¢y tai kampas tarp krypties vektoriy v; =
(kl,ll,ml) ir Vo = (kg,lz,mz), todel

kikotlilo+mimo

COS = .
SO kl—l—ll—l—ml k2+l2+m2

tiesés tq ir 15 yra prasilenkiancios
<> vektoriai vi = (k1,l1,m1) , vo = (k2,lz, m2) ir
AAy = (29 &1, Yy Sy, 20 S21) néra komplanarus
< vy (v X A1Ay) # 0.



tieses tq ir t5 priklauso vienai plokstumai
<=vektoriai vi = (ki,l1,m1) , va = (ka,la,m2) it
AAy = (29 &a1, Y2 Sy, 20 S21) komplanarus
< vi-(vy x AjAy) = 0.

[rodyta.

Teorema(tieses ir plokstumos padétis erdveéje). Tegu duota tiesé t :

$<:>$0_y<:>y0_2<:>20
kLl m

ir plokstuma P :

ar +by+cz+d=20.

1) tiesé t lygiagreti plokstumai P < ak+bl+em=0

a b ¢
2) tiesé t statmena plokstumai P = Pl il
m

Irodymas. Tiesé ¢ lygiagreti plokstumai P tada ir tik tada, kai tiesés ¢ kryp-
ties vektorius v = (k, [, m) statmenas plokitumos P normalés vektoriuin = (a, b, c) :

ak+bl+em =0

Tiese t statmena plokstumai P tada ir tik tada, kai tieses ¢ krypties vektorius
v = (k,l,m) lygiagretus plokstumos P normalés vektoriui n = (a,b,c) :

[rodyta.
Dabar aptarsime atstumo problemg tiesei erdvéje.

Tegu A(ay,as,as) iv B (b, by, bs) < fiksuoti tiesés ¢ taskai, P (x,y,z)< bet
kuris tiesés ¢ taskas, ir AB = (b aq,by Sag,bs <as) - nenulinis vektorius ly-
giagretus tiesei . Tada vektoriai AP = OP < OA ir AB yra kolinearus:

OP <0OA =tAB.



Tada lygybe
OP = OA+{AB (G0 <t < 400)

vadinama vektorine tieses ¢ lygtimi.

Teorema(tasko atstumas iki tiesés). Tegu C yra erdvés taskas ir 1< tiesé,
einanti per du taskus A ir B. Tada egzistuoja lygiai vienas toks tiesés t taskas P,
kad vektorius CP yra statmenas vektoriui AB ir

AB - AC
OP = OA+(AB, (=—"—"_"2
|AB]

ir tasko C atstumas tki tiesés t lygus

JAC?- AB? &(AC - AB)’
- AB '

Irodymas. Tegu OP = OA+tAB ir vektorius CP yra statmenas vektoriui
AB. Tada

CP

CP - AB =0
(OP ©0A)- AB =0
(OA+tAB ©O0A) - AB =0
(CA+tAB)- AB =0
CA - AB+tAB-AB =0
©AC - AB+1||AB|> =0
AB - AC
|ABJ[*

Vektoriai CP ir PA yra statmeni, todél is Pitagoro teoremos trikampiui PAC
(kampas prie virsunés P& status) turime:

CP? = AC?* &PA?
= AC? |tAB|?
= AC? &1 AB? ,
- ACQ@(M) AB?
|AB|
_ AC? - AB*<(AC - AB)’
- AB? '

O tai ir reikéjo irodyti.
[rodyta.



