Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas. Rimantas Grigutis
11 paskaita. Plokstuma erdvéje.
Teorema. Tegu «a,b,c,d tokie skaiciai, kad a? + b* 4+ ¢* # 0. Tada lygybé
ar+by+cz+d=0

yra kai kurios plokstumos tasky lygtis. Kita vertus, bet kurios plokstumos P
lygtis turi toki pavidala.

Irodymas. («). Tegu Ag(zo, yo,20) & plokstumos P taskas, o n =(a,b,¢)
- vektorius, statmenas siai plokstumai. Jei A (z,y,z)< bet kuris plokstumos P
taskas, tai vektoriai AgA = (x S0,y Syo, 2 S2z0) it 1 yra statmeni, todél
n-AyA =0
arba
a(x ©x9)+b(y ©yo) +c(z &2) =0.
Taigi, plokstumos P lygtis yra

ar +by+cz+d=0,

Cla d = Saxg Sbyg <czg.
(=). Tegu 20, Yo, 20 - yra lygties ax + by + ¢z + d = 0 sprendinys:

axg+ byg + czog + d = 0.
Tada teisinga
a(x ©x9)+b(y ©yo) +c(z &2) =0.

Tegu apibrézti :vektorius n = (a, b, ¢), taskai Ag (20, y0,20) it A(x,y,z). Tada
paskutiniaja lygybe galima uzrasyti vektorine forma:

n- AoA =0.



Turime, kad kad visi plokstumos, einanc¢ios per taska Ag (o, yo,20) it sta-
menos vektoriui n, taskai ir tik jie tenkina paskutiniaja lygti. Todél tai ir yra Sios
plokstumos lygtis, kuria vadina bendraja lygtimi.

Irodyta.

Aptarkime plokstumos P : ax + by + cy + d = 0 padéti koordinatiniy asiy
atzvilgiu.

Galimi sie atvejai.

1) a = b= 0. Vektorius n = (0,0, ¢) lygiagretus Oz asiai. Plokstuma P lygia-
greti zy plokstumai.

2) b = ¢ = 0. Vektorius n = («,0,0) lygiagretus Oz asiai. Plokstuma P lygia-
greti yz plokstumai.

3) @ = ¢ = 0. Vektorius n = (0,b,0) lygiagretus Oy asiai. Plokstuma P lygia-
greti zz plokstumai.

4) a = 0,b # 0,¢ # 0. Vektorius n =(0,b,¢) statmenas Oz asiai: n -1i=0.
Plokstuma P lygiagreti Ox asial.

5) a # 0,b = 0,¢ # 0. Vektorius n =(a,0,¢) statmenas Oy adiai: n -j =0.
Plokstuma P lygiagreti Oy asial.

6) a # 0,b # 0,¢ = 0. Vektorius n =(a,b,0) statmenas Oz asiai: n -k =0.
Plokstuma P lygiagreti Oz aSial.

7) d = 0. Plokstuma eina per taska (0,0,0).

Padalije plokstumos P lygti az + by + cy + d = 0 18 &d ir pazymeéje
w= o= ok = o
turesime plokstumos lygti
fprgzo,
kuria vadina a8ine plokstumos lygtimi. Skaiciai o, 3, v koordinaciy pradzios

tasko (0,0,0) atstumai iki koordinatiniy asiy tasky, kuriuos iskerta plokstuma P :
Ox asyje taskas (a,0,0), Oy adyje taskas (0,3,0), Oz adyje taskas (0,0,v).



Rasime tasko atstuma iki duotos plokstumos.

Teorema. Tasko Ag (0, Yo, z0) atstumas D iki plokstumos P : ax + by + ¢z +
d =0, yra lygus

_azo + byo 4 ez + d|
N

Irodymas. Tegu B (x1,y1,21) bet kuris plok§tumos P taskas, o plokstumos

D

normalés vektoriaus n = («a, b, ¢) pradzia yra taske B. Tada atstumas D yra lygus
vektoriaus BA projekcijos i vektroriy n ilgiui:

, BAy-n
D = [[projuBAg| = 2202
[n]]
Turime
BA, = (2o &1, y0 €41, 20 ©21)
BAy - n =a(zg &)+ b(yo<y1) + (20 &21)
n =va? 4+ b2 4 2.
Tada

la (zo <x1) + b(yo 1) + ¢ (20 &21)|

VEtRtE |

Taskas B yra plokstumos P taskas, todel jo koordinateés tenkina plokstumos
P lygti:

D =

ary +byy +cz1 +d=0
ir
d = saxry &by, ez

I$ ¢ia gauname reikiama D israiska.
Irodyta.



Aptarsime dviejy ir trijy plokstumy padeti erdveje.

Teorema (dviejy plokitumuy padétis erdvéje). Tegu plokstumuy P; ir P
lygtys yra:

Pi:air+biy+ez+d =0
Py agr + by + coz + dy = 0.

1) Plokstumos Py ir P, lygiagrecios tada ir tik tada, kai

a1 b1 1

4P) B E B 02'

2) Plokstumos Py ir P; statmenos tada ir tik tada, kai
a1ag + b1by + ¢ = 0.

3) Kampo tarp plostumy ¢ kosinusas yra lygus:

aiay + biby + crey
R RN Y

Cos p =

Irodymas. Vektoriai ny= (ay, by, ¢1) ir ng = (ag, by, ¢3) yra normalés vektoriai

plokstumoms P; ir P, atitinkamai. Tada
aq bl (8]
P || Po<=n|n<=—=—=—.
a9 bz Co
2) P1 J_P1<:>n1J_r12<:>r11-n2:0<:>a1a2—|—blbg—|—0102:().
3) Kampas ¢ yra kampas tarp normalés vektoriy n; ir ny. Todél

ng - ny araz + biby + cicy
cos @ = =

mallimell a3 + 07 + 3\ fad + 03+ &

Irodyta.



Teorema (trijy plokitumuy padétis erdveéje). Tegu plokstumy Py, P ir

P; lygtys yra:

Pi:air+biy+ez+d =0
Py asx + by +coz4+dy =0
Ps:asx + bsy + c3z + ds = 0.

aq bl (8]
1) Plokstumos Py, P, ir P kertasi viename taske <= | ay by ¢z | # 0.
a3 bg C3
ap b ¢

2) Plokstumos Py, Py ir P5 yra lygiagrecios vienai tiesei <= | az by ¢
as by cs3

=0.

Irodymas. Vektoriai ni=(aq,b1,¢1), ng = (ag, by, ¢2) ir n3 = (as, bs, c3) yra

normalés vektorial plokstumoms Py, P, ir P; atitinkamai. Tada

1) Plokstumos Py, P, ir Ps kertasi viename taske <= vektoriai ny,ny ir ns

néra lygiagretus vienai plokstumai (jei buty lygiagretus vienai plokstumai, tai kirs-
damiesi taske, kirstysi ir tiese)<=-vektoriai ny,n, ir ns yra nekomplanarus<=-

a; by o
ng - (1’12 X 1’13) 7£ ) <— ag bz Co 7£ 0.
a3 bg C3

2) Plokstumos Pp, P, ir Ps yra lygiagrecios vienai tiesei <=-vektoriai n,ns
ir n3 lygiagretus vienai plokstumai<=-vektoriai ny, ny ir n3 yra komplanarus<—=-

ap by
n;- (N2 xn3)=0<=|ax by ¢ |=0.
as bs cs3

Irodyta.

Galima viena i§ astuoniy trijy plokstumu Py, P, ir P53 padéciy erdvéje.

aprasysime tiesiniy lygciy sistemos

ar+biy+ez4+d =0
st + byy + oz +dy =0
ast + bzy + c3z+ds =0

sprendiniais.
Pazymeékime sistemos matrica A, o sistemos ispléstine matrica B. Tada:

Jas



rankA =1, rankB = 2
1) sistema nesuderinta = Plokstumos Pi, Py ir Ps yra lygiagre¢ios< ny,ny, ns
- kolinearus ir

a b a4 d
az ~ ba T e 7£ 32
@ b e g
a3 - b3 - C3 % d3
a2 — b o £ d
ao - bg - (6] % d2
2) sistema nesuderinta = dvi plok§tumos sutampa ir lygiagrecios trecigjai<
N, ny, n3 - kolinearus ir

@ b e d
ao - bg - (6] - d2
an b a4 d
a3 - b3 - C3 % d3
rankA = 2, rankB = 3
3) sistema nesuderinta = dvi plokstumos lygiagrecios viena kitai ir nelygia-
grecios treciai< ny, n, - kolinearus, ns nekolinearus ir
o —h a4 d
ao - bg - (6] % d2

4) sistema nesuderinta = dvi plokstumos kertasi teise, lygiagrecia treciajai
plokstumai< ny, ny, ng - komplanarus ir poromis nekolinearus

rankA = 3

5) sistema suderinta = plokstumos kertasi viename taske< ny, ny, ns -nekomplanarus

rankA =rankB =1

6) sistema suderinta = visos plokstumos sutampa< ni, ny, ns - kolinearus ir

a b g _di
az = by T 2 T da
a b g _di
as ~ ba ¢z ds

rankA =rank B = 2

7) sistema suderinta = dvi plokstumos sutampa ir nelygiagrecios trecigjai<
np, n, - kolinearus, n3 nekolinearus ir

o>
—

dy

a
a2

1
2 2 da

o>

8) sistema suderinta = dvi plokstumos kertasi teise, esancia trecioje plokstumo-
je& ny,ny, ng - komplanarus ir poromis nekolinearus.



