
Algebra ir geometrija informatikams. Paskait�u konspektas. Rimantas Grigutis

11 paskaita. Plok�stuma erdv_eje.

Teorema. Tegu a; b; c; d tokie skai�ciai, kad a2 + b2 + c2 6= 0: Tada lygyb_e

ax+ by + cz + d = 0

yra kai kurios plok�stumos ta�sk�u lygtis. Kit�a vertus, bet kurios plok�stumos P
lygtis turi toki� pavidal�a.

I�rodymas. (() : Tegu A0 (x0; y0;z0)� plok�stumos P ta�skas, o n =(a; b; c)
- vektorius, statmenas �siai plok�stumai. Jei A (x; y; z)� bet kuris plok�stumos P
ta�skas, tai vektoriai A0A = (x� x0; y � y0; z � z0) ir n yra statmeni, tod_el

n �A0A =0

arba

a (x� x0) + b (y � y0) + c (z � z0) = 0:

Taigi, plok�stumos P lygtis yra

ax+ by + cz + d = 0;

�cia d = �ax0 � by0 � cz0:

()) : Tegu x0; y0; z0 - yra lygties ax+ by + cz + d = 0 sprendinys:

ax0 + by0 + cz0 + d = 0:

Tada teisinga

a (x� x0) + b (y � y0) + c (z � z0) = 0:

Tegu apibr_e�zti :vektorius n = (a; b; c) ; ta�skai A0 (x0; y0;z0) ir A (x; y; z) : Tada
paskutini�aj�a lygyb�e galima u�zra�syti vektorine forma:

n �A0A =0:



Turime, kad kad visi plok�stumos, einan�cios per ta�sk�a A0 (x0; y0; z0) ir sta-
menos vektoriui n; ta�skai ir tik jie tenkina paskutini�aj�a lygti�. Tod_el tai ir yra �sios
plok�stumos lygtis, kuri�a vadina bendr�aja lygtimi.

I�rodyta.

Aptarkime plok�stumos P : ax + by + cy + d = 0 pad_eti� koordinatini�u a�si�u
at�zvilgiu.

Galimi �sie atvejai.
1) a = b = 0: Vektorius n =(0; 0; c) lygiagretus Oz a�siai. Plok�stuma P lygia-

greti xy plok�stumai.
2) b = c = 0: Vektorius n =(a; 0; 0) lygiagretus Ox a�siai. Plok�stuma P lygia-

greti yz plok�stumai.
3) a = c = 0: Vektorius n =(0; b; 0) lygiagretus Oy a�siai. Plok�stuma P lygia-

greti xz plok�stumai.
4) a = 0; b 6= 0; c 6= 0: Vektorius n =(0; b; c) statmenas Ox a�siai: n � i =0:

Plok�stuma P lygiagreti Ox a�siai.
5) a 6= 0; b = 0; c 6= 0: Vektorius n =(a; 0; c) statmenas Oy a�siai: n � j =0:

Plok�stuma P lygiagreti Oy a�siai.
6) a 6= 0; b 6= 0; c = 0: Vektorius n = (a; b; 0) statmenas Oz a�siai: n � k =0:

Plok�stuma P lygiagreti Oz a�siai.
7) d = 0: Plok�stuma eina per ta�sk�a (0; 0; 0) :

Padalij�e plok�stumos P lygti� ax+ by + cy + d = 0 i�s �d ir pa�zym_ej�e

� = �d

a
; � = �d

b
; 
 = �d

c

tur_esime plok�stumos lygti�

x

�
+ y

�
+ z



= 1;

kuri�a vadina a�sine plok�stumos lygtimi. Skai�ciai �; �; 
 koordina�ci�u prad�zios
ta�sko (0; 0; 0) atstumai iki koordinatini�u a�si�u ta�sk�u, kuriuos i�skerta plok�stuma P :
Ox a�syje ta�skas (�; 0; 0) ; Oy a�syje ta�skas (0; �; 0) ; Oz a�syje ta�skas (0; 0; 
) :
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Rasime ta�sko atstum�a iki duotos plok�stumos.

Teorema. Ta�sko A0 (x0; y0; z0) atstumas D iki plok�stumos P : ax+ by+ cz+
d = 0; yra lygus

D =
jax0 + by0 + cz0 + djp

a2 + b2 + c2
:

I�rodymas. Tegu B (x1; y1; z1) bet kuris plok�stumos P ta�skas, o plok�stumos
normal_es vektoriaus n = (a; b; c) prad�zia yra ta�ske B: Tada atstumas D yra lygus
vektoriaus BA0 projekcijos i� vektrori�u n ilgiui:

D = kprojnBA0k = jBA0 � nj
knk :

Turime

BA0 = (x0 � x1; y0 � y1; z0 � z1)
BA0 � n =a (x0 � x1) + b (y0 � y1) + c (z0 � z1)

n =
p
a2 + b2 + c2:

Tada

D =
ja (x0 � x1) + b (y0 � y1) + c (z0 � z1)jp

a2 + b2 + c2
:

Ta�skas B yra plok�stumos P ta�skas, tod_el jo koordinat_es tenkina plok�stumos
P lygti�:

ax1 + by1 + cz1 + d = 0

ir

d = �ax1� by1 � cz1:

I�s �cia gauname reikiam�a D i�srai�sk�a.
I�rodyta.

3



Aptarsime dviej�u ir trij�u plok�stum�u pad_eti� erdv_eje.

Teorema (dviej�u plok�stum�u pad_etis erdv_eje). Tegu plok�stum�u P1 ir P2

lygtys yra:

P1 : a1x+ b1y + c1z + d1 = 0
P2 : a2x+ b2y + c2z + d2 = 0:

1) Plok�stumos P1 ir P2 lygiagre�cios tada ir tik tada, kai

a1

a2
=

b1

b2
=

c1

c2
:

2) Plok�stumos P1 ir P2 statmenos tada ir tik tada, kai

a1a2 + b1b2 + c1c2 = 0:

3) Kampo tarp plo�stum�u ' kosinusas yra lygus:

cos' =
a1a2 + b1b2 + c1c2q

a2
1
+ b2

1
+ c2

1

q
a2
2
+ b2

2
+ c2

2

:

I�rodymas. Vektoriai n1= (a1; b1; c1) ir n2 = (a2; b2; c2) yra normal_es vektoriai
plok�stumoms P1 ir P2 atitinkamai. Tada

1) P1 k P2 () n1 k n2 () a1

a2
=

b1

b2
=

c1

c2
:

2) P1 ? P1 () n1 ? n2 () n1 � n2 = 0, a1a2 + b1b2 + c1c2 = 0:
3) Kampas ' yra kampas tarp normal_es vektori�u n1 ir n2: Tod_el

cos' =
n1 � n2

kn1k kn2k =
a1a2 + b1b2 + c1c2q

a2
1
+ b2

1
+ c2

1

q
a2
2
+ b2

2
+ c2

2

:

I�rodyta.
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Teorema (trij�u plok�stum�u pad_etis erdv_eje). Tegu plok�stum�u P1; P2 ir
P3 lygtys yra:

P1 : a1x+ b1y + c1z + d1 = 0
P2 : a2x+ b2y + c2z + d2 = 0
P3 : a3x+ b3y + c3z + d3 = 0:

1) Plok�stumos P1; P2 ir P3 kertasi viename ta�ske ()
�������

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

�������
6= 0:

2) Plok�stumos P1; P2 ir P3 yra lygiagre�cios vienai tiesei()
�������

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

�������
= 0:

I�rodymas. Vektoriai n1=(a1; b1; c1), n2 = (a2; b2; c2) ir n3 = (a3; b3; c3) yra
normal_es vektoriai plok�stumoms P1; P2 ir P3 atitinkamai. Tada

1) Plok�stumos P1; P2 ir P3 kertasi viename ta�ske () vektoriai n1;n2 ir n3

n_era lygiagret�us vienai plok�stumai (jei b�ut�u lygiagret�us vienai plok�stumai, tai kirs-
damiesi ta�ske, kirst�usi ir tiese)()vektoriai n1;n2 ir n3 yra nekomplanar�us()

n1 � (n2 � n3) 6= 0()
�������

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

�������
6= 0:

2) Plok�stumos P1; P2 ir P3 yra lygiagre�cios vienai tiesei ()vektoriai n1;n2

ir n3 lygiagret�us vienai plok�stumai()vektoriai n1;n2 ir n3 yra komplanar�us()

n1 � (n2 � n3) = 0()
�������

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

�������
= 0:

I�rodyta.

Galima viena i�s a�stuoni�u trij�u plok�stum�u P1; P2 ir P3 pad_e�ci�u erdv_eje. Jas
apra�sysime tiesini�u lyg�ci�u sistemos

8><
>:

a1x+ b1y + c1z + d1 = 0
a2x+ b2y + c2z + d2 = 0
a3x+ b3y + c3z + d3 = 0

sprendiniais.
Pa�zym_ekime sistemos matric�a A; o sistemos i�spl_estin�e matric�a B: Tada:
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rankA = 1; rankB = 2
1) sistema nesuderinta) Plok�stumos P1; P2 ir P3 yra lygiagre�cios, n1;n2;n3

- kolinear�us ir

a1
a2

= b1
b2

= c1
c2
6= d1

d2
a1
a3

= b1
b3

= c1
c3
6= d1

d3
a2
a2

= b2
b2

= c2
c2
6= d2

d2

2) sistema nesuderinta ) dvi plok�stumos sutampa ir lygiagre�cios tre�ci�ajai,
n1;n2;n3 - kolinear�us ir

a1
a2

= b1
b2

= c1
c2

= d1
d2

a1
a3

= b1
b3

= c1
c3
6= d1

d3

rankA = 2; rankB = 3
3) sistema nesuderinta ) dvi plok�stumos lygiagre�cios viena kitai ir nelygia-

gre�cios tre�ciai, n1;n2 - kolinear�us, n3 nekolinearus ir

a1
a2

= b1
b2

= c1
c2
6= d1

d2

4) sistema nesuderinta ) dvi plok�stumos kertasi teise, lygiagre�cia tre�ci�ajai
plok�stumai, n1;n2;n3 - komplanar�us ir poromis nekolinear�us

rankA = 3
5) sistema suderinta) plok�stumos kertasi viename ta�ske, n1;n2;n3 -nekomplanar�us

rankA =rankB = 1
6) sistema suderinta ) visos plok�stumos sutampa, n1;n2;n3 - kolinear�us ir

a1
a2

= b1
b2

= c1
c2

= d1
d2

a1
a3

= b1
b3

= c1
c3

= d1
d3

rankA =rankB = 2
7) sistema suderinta ) dvi plok�stumos sutampa ir nelygiagre�cios tre�ci�ajai,

n1;n2 - kolinear�us, n3 nekolinearus ir

a1
a2

= b1
b2

= c1
c2

= d1
d2

8) sistema suderinta) dvi plok�stumos kertasi teise, esan�cia tre�cioje plok�stumo-
je, n1;n2;n3 - komplanar�us ir poromis nekolinear�us.
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