
Algebra ir geometrija informatikams. Paskait�u konspektas. Rimantas Grigutis

7 paskaita(2002 10 18) Matricos.

Matric�u aib_e Mm�n (F) :

Matrica yra sta�ciakamp_e lentel_e su joje i�ra�sytais skai�ciais. Matric�u, kuriose
yra m eilu�ci�u ir n stulpeli�u, sakysime m� n matricos, aib�e �zym_esimeMm�n (F) ;
�cia F� arba racionali�uj�u skai�ci�u aib_e Q, arba reali�uj�u skai�ci�u aib_e R: Pa�cias ma-
tricas �zym_esime did�ziosiomis lotyni�skomis raid_emis, o lygyb_e A = (aij) reik�s, kad
matricos elementai yra skai�ciai aij: Pats skai�cius aij yra i� oje eilut_eje ir j� ame
stulpelyje. Da�znai skai�ci�u aij 2 F �zymi ir taip : aij = (A)

ij
: Mes naudosim_es

abiem �zymenimis.

Sakysime, kad dvi m � n matricos A = (aij) ir B = (bij) yra lygios, A = B;

jei aij = bij su visais i ir j:

Matric�u aib_eje Mm�n (F) yra apibr_e�ziami �sie veiksmai:

Matric�u sud_etis:

A+B = (aij) + (bij) = (aij + bij) ; t.y. (A+B)ij = (A)ij :

Matricos daugyba i�s skai�ciaus:

� �A = � � (aij) = (�aij) ; t.y. (�A)ij = � (A)
ij
:

Apibr_e�zimai.
1) Matricos A prie�singa matrica vadinsime matric�a (�1) �A = �A:
2) Matric�a O = (oij) 2Mm�n (F) , oij = 0 su visais i ir j; vadinsime nuline

matrica.

Matric�u aib_eje Mm�n (F) ; kurioje apibr_e�zti sud_eties ir daugybos i�s skai�ciaus
veiksmai, yra teisingos �sios savyb_es( �cia �; �� skai�ciai, A;B ir C� matricos i�s
Mm�n (F) ):



V1.(sud_eties asociatyvumas) (A+B) + C = A+ (A+ C) :
V2.(sud_eties komutatyvumas) A+B = B +A:

V3.(nulin_es matricos egzistavimas) O +A = A:

V4.(prie�singos matricos egzistavimas) A+ (�A) = O:

V5. (�+ �)A = �A+ �A:

V6. � (A+B) = �A+ �B:

V7. (��)A = � (�A) :
V8. 1 �A = A:

Tegu A1; :::; As 2 Mm�n (F) ; o �1; :::; �s 2 F: Matric�a �1A1 + � � � + �sAs

vadina matric�u A1; :::; As tiesine kombinacija. Parodysime, kaip tiesini�u lyg�ci�u
sistem�a reik�sti stulpeli�u tiesine kombinacija.

Tegu turime tiesini�u lyg�ci�u sistem�a

8>>><
>>>:

a11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + � � �+ a2nxn = b2

� � �
am1x1 + am2x2 + � � �+ amnxn = bm

: (1)

Pa�zym_ekime stulpelius:

A1 =

0
BBB@

a11
a21
� � �
am1

1
CCCA ; A2 =

0
BBB@

a12
a22
� � �
am2

1
CCCA ; :::; An =

0
BBB@

a1n
a2n
� � �
amn

1
CCCA ir B =

0
BBB@

b1
b2
� � �
bm

1
CCCA :

Tada sistem�a (1) galima u�zra�syti ir taip:

x1A1 + x2A2 + � � �+ xnAn = B:

Taigi, norint i�sspr�esti tiesini�u lyg�ci�u sistem�a (1) reikia mok_eti stulpeli�B reik�sti
stulpeli�u A1; A2; :::; An tiesine kombinacija.
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Matric�u sandauga.

Apibr_e�zimas. Matric�u A ir B sandauga A � B = AB apibr_e�ziama tik tada
kai matricos A stulpeli�u skai�cius sutampa su matricos B eilu�ci�u skai�ciumi. Jeigu
A = (aij) 2Mm�n ir B = (bij) 2Mn�l , tai matrica AB 2Mm�l ir

(AB)ij =
nX

s=1

(A)is (B)sj = ai1b1j + ai2b2j + � � �+ ainbnj :

Pavyzd�ziai.

1)
�
1 2 3

�0B@
1 �1
3 �4
1 3

1
CA =

�
1 � 1 + 2 � 3 + 3 � 1 1 � (�1) + 2 � (�4) + 3 � 3

�
=

�
10 0

�
:

2) Sandauga

0
B@ 1 �1

3 �4
1 3

1
CA� 1 2 3

�
neapibr_e�zta.

3)

 
3 5
1 2

! 
�3 2
4 7

!
=

 
11 41
5 16

!

4)

 
�3 2
4 7

! 
3 5
1 2

!
=

 
�7 �11
19 34

!
:

Matome, kad sandauga tarp matric�u ne visada apibr_e�zta, o kai net apibr_e�ztata
- ne visada komutatyvi(tai rodo paskutiniai du pavyzd�ziai).

Tiesin�u lyg�ci�u sistem�a (1) galima u�zra�syti ir taip:

0
BBB@

a11 a12 � � � a1n
a21 a22 � � � a2n
� � � � � � � � � � � �
am1 am2 � � � amn

1
CCCA
0
BBB@

x1
x2
� � �
xn

1
CCCA =

0
BBB@

b1
b2
� � �
bm

1
CCCA :
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Matric�u sandaugos veiksmo savyb_es:

S1. � (AB) = (�A)B = A (�B) :
S2.( sandaugos asociatyvumas) (AB)C = A (BC) :
S3. (distributyvumas) (A+B)C = AC +BC:

S4. (distributyvumas) D (A+B) = DA+DB:

Kaip pavyzdi� i�rodysime sandaugos asociatyvum�a.
Jeigu lygyb_es (AB)C = A (BC) abi pus_es yra apbr_e�ztos, tai A 2Mm�n; B 2

Mn�r; C 2 Mr�s . Tada AB 2 Mm�r , (AB)C 2 Mm�s ir BC 2 Mn�s ,
A (BC) 2Mm�s: Taigi matricos (AB)C ir A (BC) yra to pa�cio dyd�zio. Turime

((AB)C)
ij
=

rX
u=1

(AB)
iu
� (C)

uj
=

rX
u=1

�
nP

v=1

(A)
iv
(B)

vu

�
� (C)

uj
=

rX
u=1

�
nP

v=1

((A)
iv
(B)

vu
) � (C)

uj

�
=

nX
v=1

�
rP

u=1

(A)
iv
�
�
(B)

vu
(C)

uj

��
=

nX
v=1

�
(A)iv �

rP
u=1

�
(B)vu (C)uj

��
=

nX
v=1

�
(A)iv � (BC)vj

�
= (A (BC))ij :

�Cia pasinaudojome skai�ci�u distributyvumo savybe:
rX

u=1

nP
v=1

duv =
rX

u=1

(du1 + du2 + � � �+ dun) =

(d11 + d12 + � � �+ d1n)+(d21 + d22 + � � �+ d2n)+� � �+(dr1 + dr2 + � � �+ drn) =
(d11 + d21 + � � �+ dr1)+(d12 + d22 + � � �+ dr2)+� � �+(d1n + d2n + � � �+ drn) =
nX

v=1

(d1v + d2v + � � �+ drv) =
nX

v=1

rP
u=1

duv :

I�rodyta.

Paai�skinsime matric�u sandaugos veiksmo apibr_e�zim�a tiesinini�u keitini�u kom-
pozicijos veiksmu. Tegu turime du tiesinius kintam�uj�u keitinius:

y1 = b11x1 + b12x2 + � � �+ b1nxn
y2 = b21x1 + b22x2 + � � �+ b2nxn
..................................................
yk = bk1x1 + bk2xk + � � � + bknxn
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ir

z1 = a11y1 + a12y2 + � � �+ a1kyk
z2 = a21y1 + a22y2 + � � �+ a2kyk
..................................................

zm = am1y1 + am2y2 + � � �+ amkyk .

U�zra�sykime �siuos keitinius matricomis:

0
BBB@

y1
y2
� � �
yk

1
CCCA = B

0
BBB@

x1
x2
� � �
xn

1
CCCA ir

0
BBB@

z1
z2
� � �
zm

1
CCCA = A

0
BBB@

y1
y2
� � �
yk

1
CCCA ;

�cia A = (aij) 2Mm�k ir B = (bij) 2Mk�n - keitini�u matricos.
Tada tiesinio keitinio

z1 = c11x1 + c12x2 + � � �+ c1kxn
z2 = c21x1 + c22x2 + � � �+ c2kxn
..................................................
zm = cm1x1 + cm2x2 + � � �+ cmkxn

matrica C =

0
B@ c11 � � � c1k
� � � � � � � � �
cm1 � � � cmk

1
CA yra lygi AB :

0
BBB@

z1
z2
� � �
zm

1
CCCA = C

0
BBB@

x1
x2
� � �
xn

1
CCCA = AB

0
BBB@

x1
x2
� � �
xn

1
CCCA :

Apibr_e�zimas. Kvadratin_e matrica In = (�ij) 2 Mn�n; �ij =

"
1; kai i = j

0; kai i 6= j

vadinama n� osios eil_es vienetine matrica.

Akivaizdu ,kad su visomis matricomis A 2 Mr�n ir B 2 Mn�s teisingos ly-
gybes:

A � In = Ir �A = A ir In �B = B � Is = B:
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Kvadratini�u matric�u aib_e Mn:

Nagrin_ekime kvadratini�u matric�u aib�e Mn�n (F) =Mn (F) = Mn: Aib_eje Mn

yra apibr_e�ztos trys operacijos: matric�u suma, matricos sandauga i�s skai�ciaus ir
matric�u sandauga. �Si�u operacij�u at�zvilgiu teisingos �sios savyb_es: V1-V8 ; S1-S4.
Beto teisinga dar viena savyb_e:

S5.(vienetin_es matricos egzistavimas) A � In = In �A = A su visomis A 2Mn:

Atsi�zvelg�e i� tai, kad

� �A = (�In) �A su visomis A 2Mn (F) ir � 2 F;

i� kvadratini�u matric�u aib�e Mn (F) galima �zi�ur_eti kaip i� aib_es F "i�spl_etim�a",
jeigu skai�ci�u � sutapatinsime su matrica � �In ir apibr_e�sime funkcij�a f : �! � �In
, kuri yra bijekcija i�s aib_es F i� aib�e Mn (F) ; tenkinanti savybes(sakoma: "i�slaiko
operacijas"):

f (� + �) = f (�) + f (�)
f (� � �) = f (�) � f (�) :

Pasteb_ekime, kad skaitin_es aib_es Q ir R pasi�zymi dar dviejomis sandaugos
veiksmo savyb_emis:

S6.(sandaugos komutatyvumas) Su visais � ir � 2 F teisinga � � � = � � �:
S7.(atvirk�stinio elemento egzistavimas)Su visais � 6= 0; � 2 F egzistuoja atvirk�s-

tinis skai�cius: ��1 = 1

�
: � � (��1) = 1:

Mes jau �zinome, kad kvadratini�u matric�u aib_eje Mn (F) negalioja sandaugos
komutatyvumo savyb_e ( ne su visomis matricomis A ir B teisinga AB = BA):
Aptarkime dabar kvadratini�u matric�u aib_eje savyb�e S7.

Apibr_e�zimas. Sakome, kad kvadratin_e matrica A 2 Mn (F) turi atvirk�stin�e
matric�a, jeigu egzistuoja tokia kvadratin_e matrica B 2Mn (F) ; kad

AB = BA = In:
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Teiginys (atvirk�stin_es matricos vienatinumas). Jeigu B ir C yra matri-
cos A atvirk�stin_es, tai B = C:

I�rodymas.Tegu matricos B ir C yra matricos A atvirk�stin_es:
AB = BA = In ir AC = CA = In: Tada

B = BIn = B (AC) = (BA)C = InC = C

I�rodyta.

Pastaba. Matricos A atvirk�stin�e matric�a �zymi A�1 :

AA�1 = A�1A = In:

Teorema. Tegu A 2Mn (F) : Visos �zemiau pateiktos s�alygos yra ekivalen�cios.
1. Matrica A - nei�ssigimusi.
2. Homogenini�u tiesini�u lyg�ci�u sistema AX = O turi vienint_eli� sprendini�. �Cia

X =

0
B@ x1
� � �
xn

1
CA ir O =

0
B@ 0
� � �
0

1
CA :

3. detA 6= 0:
4. Matrica A turi atvirk�stin�e matric�a.

5. Su kiekvienu stulpeliu B =

0
B@

b1
� � �
bn

1
CA tiesini�u lyg�ci�u sistema AX = B sud-

erinta.

Prie�s i�rodant �si�a teorem�a be i�rodymo suformuluosime teigini�, kuriuo pasinau-
dosime teoremos i�rodyme.

Teiginys. Tegu matricos A ir B tokios, kad apibr_e�zta AB: Tada

rank(AB) �rankA;
rank(AB) �rankB:

Teoremos i�rodymas. Jau auk�s�ciau mat_eme, kad 1, 2 (i�svada i�s Kroneckerio-
Capellio teoremos) ir 1 , 3 (praeitos paskaitos teiginys). Dabar i�rodysime teig-
inius 1) 5) 4) 1:
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1) 5: Turime, kad rankA = n: Tada

rankA �rank(AjB) � n:

Tod_el

rankA =rank(AjB) = n

ir pagal Kroneckerio-Capellio teorem�a tiesini�u lyg�ci�u sistema AX = B suder-
inta.

I�rodyta.

5) 4: Turime, kad su kiekvienu stulpeliu B =

0
B@ b1
� � �
bn

1
CA tiesini�u lyg�ci�u sistema

AX = B suderinta.

Tegu stulpelis X1 yra sistemos AX =

0
BBB@

1
0
� � �
0

1
CCCA sprendinys, stulpelis X2 - sis-

temos AX =

0
BBB@

0
1
� � �
0

1
CCCA sprendinys ; :::; stulpelis Xn - sistemos AX =

0
BBB@

0
0
� � �
1

1
CCCA

sprendinys. Tada kvadratinei matricai Y = (X1jX2j � � � jXn) teisinga:

AY = (AX1jAX2j � � � jAXn) =

0
BBB@

1 0 � � � 0
0 1 � � � 0
� � � � � � � � � � � �
0 0 � � � 1

1
CCCA = In:

Parodysime, kad teisinga ir Y A = In; t.y. matrica Y = A�1:

Turime

n = rankIn = rankAY = rankY � n:

Tod_el rankY = n ir matricai Y , kaip ir matricai A; galioja 5 s�alyga, i�s kurios
mes gauname, kad egzistuoja matrica Z; su kuria Y Z = In:

Tada
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Y A = Y AIn = Y AY Z = Y InZ = Y Z = In:

I�rodyta.
4) 1: Tegu matrica A turi atvirk�stin�e:

AA�1 = A�1A = In:

Tada

rankAA�1 =rankIn = n

ir

n =rankAA�1 �rankA � n;

tod_el rankA = n ir matrica A yra nei�ssigimusi.
I�rodyta.
Teorema i�rodyta.

Pratimas. Su kiekviena kvadratine matrica A =

0
B@

a11 � � � a1n
� � � � � � � � �
an1 � � � ann

1
CA na-

grin_ekime matric�a ~A =

0
B@ A11 � � � An1

� � � � � � � � �
A1n � � � Ann

1
CA ; �cia Aij = (�1)i+j Mij; Mij� ma-

tricos A minoras. Skai�ci�u Aij vadiname adjunktu, o pa�ci�a matric�a ~A - jungtine
matricai A matrica. Pasinaudoj�e adjunkt�u savybe

ai1Aj1 + ai2Aj2 + � � � + ainAjn =

"
detA, jei i = j

0, jei i 6= j
;

i�rodykite, kad A�1 = 1

detA
~A .
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PRIEDAS.

Apibr_e�zimas. Tegu A =

0
BB@

a11 � � � a1n
...

. . .
...

am1 � � � amn

1
CCA :Matric�a AT =

0
BB@

a11 � � � am1

...
. . .

...
a1n � � � amn

1
CCA

vadiname transponuota matrica. Turime
�
AT
�
ij
= (A)

ji
:

Matricos transponavimo operacija tenkina �sias savybes:

T1. (A+B)T = AT +BT ; kai A;B 2Mm�n:

T2. (�A)T = � �AT ; su visais �:
T3. (AB)T = BT �AT ; kai A 2Mm�r; B 2Mr�n:

T4.
�
AT
�T

= A:

Kaip pavyzdi� i�rodysime T3 savyb�e.

�
(AB)T

�
ij
= (AB)ji =

rX
u=1

(A)ju (B)ui =

rX
u=1

�
AT
�
uj

�
BT

�
iu
=

rX
u=1

�
BT

�
iu

�
AT
�
uj

=
�
BT �AT

�
ij
:

I�rodyta.

Teiginys( matric�u, turin�ci�u atvirk�stines, savyb_es). Tegu A;B 2Mn (F)�
matricos, turin�cios atvirk�stines. Tada:

1. AB� matrica, turinti atvirk�stin�e, ir (AB)�1 = B�1A�1:

2. A�1� matrica, turinti atvirk�stin�e, ir (A�1)
�1

= A:

3. Matrica In turi atvirk�stin�e.

4. Matrica AT turi atvirk�stin�e:
�
AT
�
�1

= (A�1)
T
:

I�rodymas.1. (AB) (B�1A�1) = A (BB�1)A�1 = AInA
�1 = AA�1 = In ir

(B�1A�1) (AB) = B�1 (A�1A)B = B�1InB = B�1B = In:

2 ir 3. akivaizdu.
4. AT (A�1)

T
= (A�1A)

T
= ITn = In ir (A�1)

T
AT = (AA�1)

T
= ITn = In:

I�rodyta.
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Apibr_e�zimas. Matematini�u objekt�u aib_e, kurioje apibr_e�zta sud_etis ir daugyba
i�s skai�ciaus, priklausan�cio F; ir �sie veiksmai tenkina savybes V 1�V8 ; vadinama
vektorine erdve vir�s F:

Turime, kad matric�u aib_e Mm�n (F) yra vektorin_e erdv_e vir�s F: Tuo atveju,
kai m = 1; sakome, kad turime eilu�ci�u vektorin�e erdv�eM1�n (F) = Fn ( vadiname
aritmetine eilu�ci�u vektorine erdve), o kai n = 1; sakome, kad turime stulpeli�u
vektorin�e erdv�e Mm�1 (F) = Fm ( vadiname aritmetine stulpeli�u vektorine
erdve).

Apibr_e�zimas. Matematini�u objekt�u aib_e, kurioje apibr_e�zta sud_etis , daugyba
i�s skai�ciaus, priklausan�cio F; ir daugyba, ir �sie veiksmai tenkina savybes V 1�V8
ir S1-S4 vadinama algebra vir�s F:

Turime, kad kvadratini�u matric�u aib_eMn (F) yra algebra vir�s F: Pa�cios skaitin_es
aib_es Q ir R yra algebros vir�s sav�es.

Apibr_e�zimas. Matematini�u objekt�u aib_e, kurioje apibr_e�zta sud_etis ir dau-
gyba, ir �sie veiksmai tenkina savybes analogi�skos savyb_ems V 1�V4 ir S2-S7
vadinama k�unu.

Taigi, turime reali�uj�u skai�ci�u k�un�a R ir racionali�uj�u skai�ci�u k�un�a Q: Atkreip-
kime d_emesi� i� tai, kad sveik�uj�u skai�ci�u aib_e Z n_era k�unas, nes joje nei�spildyta
savyb_e S7.
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