
Algebra ir geometrija informatikams. Paskait�u konspektas. Rimantas Grigutis

6 paskaita(2002 10 11) Tiesin_es lyg�ci�u sistemos.

Tiesini�u lyg�ci�u sistema vadiname sistem�a:

8>>><
>>>:

a11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn = b1
a21 + a22x2 + � � �+ a2nxn = b2

� � �
am1x1 + am2x2 + � � �+ amnxn = bm

; (1)

�cia aij; 1 � i � m; 1 � j � n, yra skai�ciai.
Skai�ci�u �1; �2; :::; �n seka vadinama sistemos (1) sprendiniu, jei

8>>><
>>>:

a11�1 + a12�2 + � � � + a1n�n = b1
a21�1 + a22�2 + � � � + a2n�n = b2

� � �
am1�1 + am2�2 + � � � + amn�n = bm

:

Su kiekviena tiesini�u lyg�ci�u sistema susijusios dvi matricos:

A =

0
B@ a11 � � � a1n

� � �
am1 � � � amn

1
CA - tiesin_es lyg�ci�u sistemos (1) matrica,

B =

0
B@ a11 � � � a1n j b1

� � �
am1 � � � amn j bm

1
CA - tiesini�u lyg�ci�u sistemos (1) i�spl_estoji matrica.

Apibr_e�zimas. Tiesini�u lyg�ci�u sistema turinti bent vien�a sprendini� vadinama
suderinta, prie�singu atveju - nesuderinta. Dvi tiesin_es lyg�ci�u sistemos vadinamos
ekvivalen�ciomis, jei �si�u sistem�u sprendini�u aib_es sutampa.

Elementar�us tiesini�u lyg�ci�u sistemos pertvarkiai:
1. i - osios ir j -osios lyg�ci�u keitimas vietomis.
2. i -osios lygties daugyba i�s nenulinio skai�ciaus.
3. j -osios lygties, padaugintos i�s skai�ciaus, prid_etis prie i -osios lygties.



Elementar�us tiesini�u lyg�ci�u sistemos matric�u A ir B pertvarkiai:

1. i - osios ir j -osios eilu�ci�u keitimas vietomis:

0
BBBBBB@

� � �
(i)

# � � � "
(j)
� � �

1
CCCCCCA
:

2. i -osios eilut_es daugyba i�s nenulinio skai�ciaus:

0
B@

� � �
(i) � �
� � �

1
CA :

3. j -osios eilut_es, padaugintos i�s skai�ciaus, prid_etis prie i -osios eilut_es:0
BBBBBB@

� � �
(i) + (j) � �

� � �
(j)
� � �

1
CCCCCCA
:

Teiginys. Elementar�us tiesini�u lyg�ci�u sistemos matric�u A ir B pertvarkiai
nekei�cia sistemos sprendini�u aib_es.

I�rodymas.1. 1-asis veiksmas yra ekvivalentumo veiksmas:

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

a11�1 + a12�2 + � � �+ a1n�n = b1
� � �

ai1�1 + ai2�2 + � � �+ ain�n = bi
� � �

aj1�1 + aj2�2 + � � �+ ajn�n = bj
� � �

am1�1 + am2�2 + � � �+ amn�n = bm

,

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

a11�1 + a12�2 + � � � + a1n�n = b1
� � �

aj1�1 + aj2�2 + � � � + ajn�n = bj
� � �

ai1�1 + ai2�2 + � � � + ain�n = bi
� � �

am1�1 + am2�2 + � � � + amn�n = bm

:
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2. 2-asis veiksmas yra ekvivalentumo veiksmas:

8>>>>>><
>>>>>>:

a11�1 + a12�2 + � � �+ a1n�n = b1
� � �

ai1�1 + ai2�2 + � � �+ ain�n = bi
� � �

am1�1 + am2�2 + � � �+ amn�n = bm

,

8>>>>>><
>>>>>>:

a11�1 + a12�2 + � � � + a1n�n = b1
� � �

� � ai1�1 + � � ai2�2 + � � � + � � ain�n = � � bi
� � �

am1�1 + am2�2 + � � � + amn�n = bm

:

3. 3-asis veiksmas yra ekvivalentumo veiksmas:

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

a11�1 + a12�2 + � � �+ a1n�n = b1
� � �

ai1�1 + ai2�2 + � � �+ ain�n = bi
� � �

aj1�1 + aj2�2 + � � �+ ajn�n = bj
� � �

am1�1 + am2�2 + � � �+ amn�n = bm

,

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

a11�1 + a12�2 + � � � + a1n�n = b1
� � �

(ai1 + aj1)�1 + (ai2 + aj2)�2 + � � �+ (ain + ajn)�n = (bi + bj)
� � �

aj1�1 + aj2�2 + � � � + ajn�n = bj
� � �

am1�1 + am2�2 + � � � + amn�n = bm

:

I�rodyta.

3



Apibr_e�zimas. Matrica

j1 � � � j2 � � � jr0
BBBBBBBBBBB@

0 � � � 1
0 � � � 0 0 1 �
� � � � � � � � �
0 � � � 0 1
0 � � � 0 � � � 0 0
� � � � � � � � �
0 � � � 0 � � � 0 0

1
CCCCCCCCCCCA
;

�cia

1) 1 � j1 < j2 < ::: < jr � n;
2) a1j1 = a2j2 = � � � = arjr = 1;

3) aisi = 0; jei si < ji , 1 � i � r;
4) ati = 0; jei t > r; 1 � i � n;

vadinama laiptuota matrica.

Pavyzdys. Matricos

0
B@ 0 1 2 3 4

0 0 0 1 5
0 0 0 0 1

1
CA ir

0
BBBBBB@

0 1 3 0 �1
0 0 1 1 4
0 0 0 1 2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1
CCCCCCA

yra laiptuo-

tos matricos, bet matrica

0
BBB@

0 1 2 3 4
0 0 1 5 �1
0 0 1 6 4
0 0 0 0 0

1
CCCA n_era laiptuota matrica.

Nesunku matyti, kad jeigu matrica A yra laiptuota matrica, tai ir matricos�
O j A

�
ir

 
1 j �
O j A

!
yra laiptuotos matricos.

Teorema (C.F.Gauss) . Kiekvien�a matric�a A elementariaisiais veiksmais
galima suvesti prie laiptuotos matricos, kuri�a vadiname laiptuotu matricos A pavi-
dalu.
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I�rodymas. Indukcija pagal matricos A stulpeli�u skai�ci�u n:

1. Indukcijos baz_e: n = 1: Tegu A =

0
BBB@

a11
a21
� � �
am1

1
CCCA : Galimi du atvejai.

(a) a11 = a21 = � � � = am1 = 0 ) matrica A� laiptuota matrica.
(b) Egzistuoja toks i; 1 � i � m; kad ai1 6= 0: Tada atlikime �siuos elemen-

tarius pertvarkius su matricos A eilut_emis: 1) sukeisime pirm�aj�a ir i� �aj�a eilutes
vietomis; 2) pirm�aj�a eilut�e daljame i�s ai1; 3) pirm�aj�a eilut�e padaugint�a i�s �aj1
pridedame prie j� osoios eilut_es, 2 � j � m ir j 6= i; ir pirm�aj�a eilut�e padaugint�a

i�s �a11 pridedame prie i� osios eilut_es. Gausime laiptuot�a matric�a

0
BBB@

1
0
� � �
0

1
CCCA :

2. Indukcijos prielaida: matric�a, turin�ci�a ma�ziau nei n stulpeli�u galima suvesti
prie laiptuoto pavidalo.

3. Indukcijos teiginys. Tegu matricoje A yra n stulpeli�u. Galimi du atvejai:

A. Matricos pirmasis stulpelis yra nulinis: A =

0
B@ 0 j
� � � j B

0 j

1
CA : Tada ma-

tricoje B yra n � 1 stulpelis ir pagal indukcijos prielaid�a matric�a B elemen-
tariais pertvarkiais galima suvesti prie laiptuoto pavidalo B0: Tada ir matric�a
A tais pa�ciais elementariais pertvarkiais galima suvesti prie laiptuotos matricos

A0 =

0
B@ 0 j
� � � j B0

0 j

1
CA :

B. Matricos A pirmasis stulpelis n_era nulinis. Neapribojant bendrojo atvejo,
tegu a11 6= 0 ( jei a11 = 0; bet ai1 6= 0 , tai sukeiskime pirm�aj�a ir i� �aj�a eilutes
vietomis). Tada atlikime �siuos elementarius pertvarkius su matricos A eilut_emis:
1) pirm�aj�a eilut�e dalijame i�s a11; 3) pirm�aj�a eilut�e padaugint�a i�s �aj1 pridedame

prie j� osoios eilut_es, 2 � j � m . Gausime matric�a:

 
1 j �
O j B

!
: Matricoje

B yra n � 1 stulpelis, tod_el pagal indukcijos prielaid�a matric�a B elementariais
pertvarkiais galima suvesti prie laiptuoto pavidalo B0: Tada ir matric�a A tais
pa�ciais elementariais pertvarkiais galima suvesti prie laiptuotos matricos A0 = 

1 j �
O j B0

!
:

I�rodyta.
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Tiesini�u lyg�ci�u sistemos (1) sprendimas Gauss'o metodu.

Paskutiniosios teoremos d_eka mes tiesini�u lyg�ci�u sistemos (1) i�spl_est�aj�a matric�a
suvedame prie laiptuoto pavidalo:

j1 � � � j2 � � � jr n0
BBBBBBBBBBB@

0 � � � 1 j c1
0 � � � 0 0 1 � j c2
� � � � � � � � � j
0 � � � 0 1 j cr
0 � � � 0 � � � 0 0 j cr+1
� � � � � � � � � j
0 � � � 0 � � � 0 0 j 0

1
CCCCCCCCCCCA
:

�Si�a matric�a atitinkanti tiesini�u lyg�ci�u sistema yra

8>>>>>><
>>>>>>:

x1j1+ � � � +a1nxn = c1
x2j2+ � � � +a2nxn = c2

� � �
xrjr+ � � � +arnxn = cr

0 = cr+1

:

Nagrin_edami �si�a sistem�a, i�sskirsime kelis atvejus:
1. cr+1 6= 0: Sistema nesuderinta.
2. cr+1 = 0 ir r = n: Tada sistema turi vien�a sprendini�: xn = cn; xn�1 =

cn�1 � an�1;ncn; :::; x1 = c1 � a1ncn � � � � :
3. cr+1 = 0 ir r < n: Tada sistema turi be galo daug sprendini�u: visus

laiptuose esan�cius kintamuosius x1j1; :::; xrjr galima i�sreik�sti nesan�ciais laiptuose
kintamaisiais: xrjr = cr � arjr+1xr+1 � � � � � arnxn; ... .

Apibr_e�zimas. Matricos A laiptuotame pavidale esan�ci�u laipt�u skai�ci�u vadi-
name matricos A rangu: rankA = r:

V_eliau matysime, kad matricos rango apibr_e�zimas yra korekti�skas, t.y. matri-
cos A laiptuotame pavidale laipt�u skai�cius yra apibr_e�ziamas pa�cia matrica A ir
nepriklauso nuo elementari�u matricos A pertvarki�u.
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Teorema (L.Kronecker-A.Capelli). Tiesini�u lyg�ci�u sistema (1) yra sud-
erinta tada ir tik tada, kai sistemos matricos rangas lygus i�spl_estosios matricos
rangui : rankA =rankB:

I�rodymas remiasi tik apibr_e�zimais ir paliekamas skaitytojui.

Pastabos. 1. Jei tiesini�u lyg�ci�u sistema (1) yra suderinta ir sistemos matricos
rangas yra lygus sistemoje esan�ci�u kintam�uj�u skai�ciui: rankA = n; tai sistema turi
vienint_eli� sprendini�.

2. Jei tiesini�u lyg�ci�u sistema (1) yra suderinta ir sistemos matricos rangas yra
ma�zesnis negu sistemoje esan�ci�u kintam�uj�u skai�cius: rankA < n; tai sistema turi
be galo daug sprendini�u.

Apibr_e�zimas. Tiesini�u lyg�ci�u sistema (1) vadinama homogenine tiesini�u
lyg�ci�u sistema, jei b1 = b2 = � � � = bm = 0:

Pastabos. 1. Homogenin_e tiesini�u lyg�ci�u sistema visada suderinta.
2. Homogenin_e tiesini�u lyg�ci�u sistema turi be galo daug sprendini�u tada ir tik

tada, kai sistemos matricos rangas yra ma�zesnis negu sistemoje esan�ci�u kintam�uj�u
skai�cius: rankA < n:

Apibr_e�zimas. Kvadratin_e matrica A =

0
BB@

a11 � � � a1n

� � �
. . . � � �

an1 � � � ann

1
CCA, kurios rankA =

n; vadinama nei�ssigimusia.
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Teorema. Kvadratin_e matrica A yra nei�ssigimusi tada ir tik tada, kai detA 6=
0:

I�rodymas. Tegu matricos A laiptuotas pavidalas B yra gaunamas �si�u el-
ementari�uj�u pertvarki�u: 1) pertvarki�u, kei�cian�ci�u eilutes vietomis:P1; :::; Pu; 2)
pertvarki�u, daugina�ci�u kuri�a nors matricos eilut�e i�s �i 6= 0 : P�1 ; :::; P�v

; 3) pert-
varki�u, pridedan�ci�u prie vienos eilut_es kit�a, padaugint�a i�s nenulinio skai�ciaus:
Q1; :::; Qt: Tada turime:

detB = (�1)u �1 � � � � � �v detA:

Tada teigini� i�rodo �si�u implikacij�u seka:

A� nei�ssigimusi, rankA = n,rankB = n, detB 6= 0, detA 6= 0:

I�rodyta.

Teorema. Tiesini�u lyg�ci�u sistema, kurios matrica A yra kvadratin_e, turi
vienint_eli� sprendini� tada ir tik tada detA 6= 0:

I�rodymas paliekamas skaitytojui.
.

:
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