Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas. Rimantas Grigutis
5 paskaita (2002 10 04). Keitiniai.

Tegu 7 yra aibés N, = {1,2,....,n} kélinys (v, va,...,v,). Tuo paciu Zymeniu
7 Zymeésime ir funkcija, kuria vadinsime keitiniu
m: N, = N,,
(1) =01, 7(2) =vq,...,m(N) = v,.
Zinome, kad keitiniai yra abipus vienareikimeés funkcijos ir ju yra n! . Visu

aibes N, keitiniy aibe Zymesime 5.

Pateiksime keitiniy reiskimo budus.
1. Keitinio, kaip funkcijos apibreztos baigtinéje aibéje, reiskimas lentele:

1 2 ... n
v Uy .. Up

2. Reiskimas grafu. Grafas sudarytas i§ virsuniy ¢ ir orientuoty briauny

(t,m7(1)) , 1 <i<mn.
Pavyzdys. Ny ={1,2,3,4,5,6,7}

5 — 3

3. Reiskimas nepriklausomais ciklais.
Tegu ¢+ € N,, . Tada turime aibés N,, elementy seka

Gauname k ilgio cikla (i, (1), 72 () =7 (7 (1)),...,7" "t (z)) .

Jeigu k = n , tai visi aibés N,, elementai yra siame cikle. Kitu atveju, egzis-
tuoja toks j ¢ (i, (1), 7)) =7 (7 (1)),...,7" "} (z)) , kuriam konstruojame savo

cikla:

(.7 G) o2 () = 7 (7 () en 1)



Skirtinguose cikluose yra skirtingi elementai. Jeigu buty kitaip, tai atsirasty
tokie r ir s, kad 7" (j) = 7° (i) ir 7"+ () = 7°t (), ..., 5 = 7' (§) = 7> H=) (4),
o tada elementas j priklausyty pirmajam ciklui, o tai priestarauty salygai.

Tokiu budu, visi aibés N,, elementai suskyla keitinio 7 atzvilgiu i nepriklau-
somus ciklus, o pats keitinys 7 reiskiamas nepriklausomy cikly "sandauga”( vad-
inama dar kanoniniu keitinio m skaidiniu):

(.7 (i) w2 () s e 0 (0)) (o7 (5) 5 72 () oo T ()

Parodéme, kad bet kuri keitini galima uzrasyti poromis nepriklausomuy cikly
"sandauga”. Sis skaidinys yra vienintélis nepriklausomuy cikly issidéstymo tik-
slumu.

Paaiskinsime ”"sandaugos” savoka.

Apibrezimas. Tegu 7 , p - keitiniai aibéje V. Keitiniy sandauga o = wo p
vadinsime keiting, apibréztg lygybe

o(i)=p(r (1)), Vv, € N,.

Pastebésime, kad taip apibrézta sandauga yra funkcijy kompozicija. Ji néra
komutatyvi, t.y. ne visada mop = p o .

Pavyzdys. KaiW:(il,) ; ?),op:(é ? 3),tai
oo (L 23) (123,
TeP=192 1 3 13 2)°P°T

Pastebesime. kad keitinio 77 kanoniniame skaidinyje esantys nepriklausomi cik-
lai komutuoja poromis.

Keitiniy sandauga aibéje S, pasizymi savybémis:

S1. Operacijos korektiskumas: jei m,p € S, ,taimop € 5, .
S2. Asociatyvumas: (top)oT=mo(porT).

(mop)or) (i) =7((mop)(i)) =7(p(x (1)) =(poT)(m(1))
= (mo(poT))(i).



S3. Neutralaus elemento egzistavimas : id(i) =1, Vi € N, , todél

idomr = woid= 7 , su visais 7 € .5,.

4) Atvirkstinio elemento egzistavimas: jei w (1) = v; , su visais 1 € N,,tai
keitinys p(v;) = ¢, su visais 1 € N, vaidina veiksmo o atzvilgiu atvirkstinio
elemento vaidmeni:

mTop=porm =id.

Apibrézimas. Ciklas (i,7) vadinamas transpozicija.

Teiginys. Kai n > 2, tai bet kurj keiting i§ S, galima uZrasyti transpozicijy
sandauga.

Irodymas. Sj teigini pakanka jrodyti & ilgio ciklui.

Kai k=1, tai (1) = (¢,5) o (4,7).

Kai k =2, tai (¢,5) = (¢,7) ,

o kai k>3, tai (1,2,...,k) =(1,2) 0 (1,3) 0--- 0 (1,k). Sandaugoje yra k — 1
transpozicija.

[rodyta.

Pastebésime, kad keitinio reiskimas transpozicijy sandauga yra nevienareiks-
miskas.
Pavyzdziui,
(1,5) = (1,5) 0 (5,1) 0 (4,7) -
Pastovus dydis siame reiskime vis delto yra: tai transpozicijy skaiciaus daly-

bos i§ 2 liekana , t.y. kiekviename keitinio reiskime transpozicijomis pastaryjuy
skai¢ius yra arba visada lyginis, arba visada nelyginis..

Apibrézimas. Tegu m € S,,. Pora (1,j), kai i < j, bet 7 (1) > w(7) vadinama
keitinio ™ 1nversija.

7w vadinamas lyginiu keitiniu, jeigu m inversiyy skaicius yra lyginis.

7w vadinamas nelyginiu keitiniu, jeigu 7 inversijy skaiéius yra nelyginis.

Keitinio 7 inversijy skai¢iy zZymeésime ||, o zenkla signm = (—1)'”' .
Pastebésime, kad tapatusis keitinys id yra lyginis. Jei 71— lyginis, tai signm = 1,
jel m— nelyginis, tai signm = —1.



Teiginys. Skaic¢ius |7 o (a,b)| — |7| ya nelyginis su visomis transpozicijomis

(a,b).

Irodymas.
_ 1 .. kB k+1 k+2 . k4141 E4+14+2 k+I14+3 ... n
= ap ... ag a by by b cy e Cy
1 .. kB k+1 k+2 . k4141 E4+14+2 k+I14+3 ... n
mo(a,b) = :
ap ... ag b by by a cy .o O
Pazymeékime:

pa = Hay, . arla; > a}| , g = [{ay, ..., axla; > b}|
pp = [{b1, ., bilb; > a}| , gp = [{b1, ..., bi|b; > b}
pe = {1y ooy emlei > a}| , qe = e, ooy em|ei > b} .
Tegu skaicius r yra keitinio

ap ... ag by by cy .o O

(1 i ko k42 0 E+Il+1 E+I14+3 n)

inversijy skaicius.
Tada , kai @ < b turime

Tl =pa+ U =ps)+(m—pe)+ ¢+ @+ (m—gq.)+r,
|To(a,b)|=pa+p+(m—p)+aq+{—q)+(m—q)+1+r

Todel
| = |mo(a,b)] =2(g —p) +1
yra nelyginis skaicius.

Atvejis @ > b nagrinéjamas analogiskai.
Irodyta .

Turime, kad sign(id) = 1 ir sign((a,b)) = —1 .



Teiginys. Transpozicijy skai¢ius keitinio 7 reiskime transpozicijomis yra arba
visada lyginis, arba visada nelyginis .

Irodymas. Jeigu turime du keitinio 7 reiskimus transpozicijy sandauga :
T=01 O =TT,
tai
signm =sign(oy - - - oy) =sign(ry -+ 1)
ir
signm = (=1)F = (=1)) = (=1)""" = 1 =skaicius k — [ lyginis=> skaiciai k, [
arba abu lyginiai, raba abu nelyginiai.

[rodyta.

Isvados.

1. Keitinys yra lyginis tada ir tik tada, kai jis yra lyginio skaic¢iaus transpozi-
cijiy sandauga.

2. Keitinys yra nelyginis tada ir tik tada, kai jis yra nelyginio skaiciaus trans-
pozicijiy sandauga.

3. k-ciklas yra lyginis tada ir tik tada, kai k yra nelyginis ir atvirkséiai.

4. (lyginis) o (lyginis) = (lyginis) .

(nelyginis) o (nelyginis) = (lyginis) .

(nelyginis) o (lyginis) = (nelyginis) .

5. sign(m o p) =sign(m) -sign(p) .

Lyginiy keitiny aibe Zymésime A, ir vadina alternuojanéia keitiniy aibe.

!
Teiginys. Lyginiy ir nelyginiy keitiniy yra po lygiai 5 -
Irodymas. Nagrinéjama alternuojanti keitiniy aibé A,. Apibréziama aibe
Uapy ={m € Sulmr =0 0(a,b),0 € A} C 5, — A,.

Tegu |A,| = my , |, — An| = my. Tada aibés Uy, ) visi elementai skirtingi:
o1 0 (a,b) =0y0(a,b) <= o0 (a,b)o(a,b) =030 (a,b)o (a,b) <= 01 = 0,.
Taigiv ‘U(a,b)‘ = |An| = my < ma.



Analogiskai, tegu turime aibe
Viepy ={m € Sulm =po(a,b),pe S, — A} CA,.

Kaip ir aibés U,y taip ir aibés Vi, ) visi elementai skirtingi.
Tada ‘V(a,b)‘ =15, — A, | = my < my.
!
Taigi, my = mq = % .
[rodyta.



