
Algebra ir geometrija informatikams. Paskait�u konspektas. Rimantas Grigutis

5 paskaita (2002 10 04). Keitiniai.

Tegu � yra aib_es Nn = f1; 2; :::; ng k_elinys (v1; v2; :::; vn) : Tuo pa�ciu �zymeniu
� �zym_esime ir funkcij�a, kuri�a vadinsime keitiniu

� : Nn ! Nn;
� (1) = v1; � (2) = v2; :::; � (n) = vn:

�Zinome, kad keitiniai yra abipus vienareik�sm_es funkcijos ir j�u yra n! . Vis�u
aib_es Nn keitini�u aib�e �zym_esime Sn:

Pateiksime keitini�u rei�skimo b�udus.
1. Keitinio, kaip funkcijos apibr_e�ztos baigtin_eje aib_eje, rei�skimas lentele: 

1 2 ::: n
v1 v2 ::: vn

!
:

2. Rei�skimas grafu: Grafas sudarytas i�s vir�s�uni�u i ir orientuot�u briaun�u
hi; � (i)i , 1 � i � n .

Pavyzdys. N7 = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g

� =

 
1 2 3 4 5 6 7
3 4 5 2 1 6 7

!

1
% &

5  � 3
2  ! 4 6 7

3. Rei�skimas nepriklausomais ciklais.
Tegu i 2 Nn . Tada turime aib_es Nn element�u sek�a

i; � (i) ; �2 (i) = � (� (i)) ; :::; �k�1 (i) ; �k (i) = i:

Gauname k ilgio cikl�a
�
i; � (i) ; �2 (i) = � (� (i)) ; :::; �k�1 (i)

�
:

Jeigu k = n , tai visi aib_es Nn elementai yra �siame cikle. Kitu atveju, egzis-
tuoja toks j =2

�
i; � (i) ; �2 (i) = � (� (i)) ; :::; �k�1 (i)

�
, kuriam konstruojame savo

cikl�a: �
j; � (j) ; �2 (j) = � (� (j)) ; :::; �l�1 (j)

�
.



Skirtinguose cikluose yra skirtingi elementai. Jeigu b�ut�u kitaip, tai atsirast�u
tokie r ir s; kad �r (j) = �s (i) ir �r+1 (j) = �s+1 (i) ; : : : ; j = �l (j) = �s+(l�r) (i),
o tada elementas j priklausyt�u pirm�ajam ciklui, o tai prie�staraut�u s�alygai.

Tokiu b�udu, visi aib_es Nn elementai suskyla keitinio � at�zvilgiu i� nepriklau-
somus ciklus, o pats keitinys � rei�skiamas nepriklausom�u cikl�u "sandauga"( vad-
inama dar kanoniniu keitinio � skaidiniu):

�
i; � (i) ; �2 (i) ; :::; �k�1 (i)

� �
j; � (j) ; �2 (j) ; :::; �l�1 (j)

�
� � � .

Parod_eme, kad bet kuri� keitini� galima u�zra�syti poromis nepriklausom�u cikl�u
"sandauga". �Sis skaidinys yra vienint_elis nepriklausom�u cikl�u i�ssid_estymo tik-
slumu.

Paai�skinsime "sandaugos" s�avok�a.

Apibr_e�zimas.Tegu � , � - keitiniai aib_eje V. Keitini�u sandauga � = � � �
vadinsime keitini�, apibr_e�zt�a lygybe

� (i) = � (� (i)) , 8vi 2 Nn:

Pasteb_esime, kad taip apibr_e�zta sandauga yra funkcij�u kompozicija. Ji n_era
komutatyvi, t.y. ne visada � � � = � � �:

Pavyzdys. Kai � =

 
1 2 3
3 2 1

!
, o � =

 
1 2 3
3 1 2

!
, tai

� � � =

 
1 2 3
2 1 3

!
6=

 
1 2 3
1 3 2

!
= � � � .

Pasteb_esime. kad keitinio � kanoniniame skaidinyje esantys nepriklausomi cik-
lai komutuoja poromis.

Keitini�u sandauga aib_eje Sn pasi�zymi savyb_emis:

S1. Operacijos korekti�skumas: jei �; � 2 Sn , tai � � � 2 Sn .
S2. Asociatyvumas: (� � �) � � = � � (� � � ) :
((� � �) � � ) (i) = � ((� � �) (i)) = � (� (� (i))) = (� � � ) (� (i))
= (� � (� � � )) (i) :
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S3. Neutralaus elemento egzistavimas : id(i) = i ; 8i 2 Nn , tod_el
id�� = ��id= � , su visais � 2 Sn:
4) Atvirk�stinio elemento egzistavimas: jei � (i) = vi , su visais i 2 Nn;tai

keitinys � (vi) = i; su visais i 2 Nn; vaidina veiksmo � at�zvilgiu atvirk�stinio
elemento vaidmeni�:

� � � = � � � =id.

Apibr_e�zimas. Ciklas (i; j) vadinamas transpozicija.

Teiginys. Kai n � 2, tai bet kuri� keitini� i�s Sn galima u�zra�syti transpozicij�u

sandauga.

I�rodymas. �Si� teigini� pakanka i�rodyti k ilgio ciklui.
Kai k = 1; tai (i) = (i; j) � (i; j) :
Kai k = 2; tai (i; j) = (i; j) ,
o kai k � 3; tai (1; 2; :::; k) = (1; 2) � (1; 3) � � � � � (1; k). Sandaugoje yra k � 1

transpozicija.
I�rodyta.

Pasteb_esime, kad keitinio rei�skimas transpozicij�u sandauga yra nevienareik�s-
mi�skas.

Pavyzd�ziui,

(i; j) = (i; j) � (j; i) � (j; i) .

Pastovus dydis �siame rei�skime vis d_elto yra: tai transpozicij�u skai�ciaus daly-
bos i�s 2 liekana , t.y. kiekviename keitinio rei�skime transpozicijomis pastar�uj�u
skai�cius yra arba visada lyginis, arba visada nelyginis.:

Apibr_e�zimas. Tegu � 2 Sn: Pora (i; j), kai i < j, bet � (i) > � (j) vadinama

keitinio � inversija.

� vadinamas lyginiu keitiniu, jeigu � inversij�u skai�cius yra lyginis.

� vadinamas nelyginiu keitiniu, jeigu � inversij�u skai�cius yra nelyginis.

Keitinio � inversij�u skai�ci�u �zym_esime j�j, o �zenkl�a sign� = (�1)j�j .
Pasteb_esime, kad tapatusis keitinys id yra lyginis. Jei �� lyginis, tai sign� = 1,

jei �� nelyginis, tai sign� = �1.
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Teiginys. Skai�cius j� � (a; b)j � j�j ya nelyginis su visomis transpozicijomis

(a; b) :

I�rodymas.

� =

 
1 ::: k k + 1 k + 2 ::: k + l + 1 k + l + 2 k + l+ 3 ::: n
a1 ::: ak a b1 ::: bl b c1 ::: cm

!
;

��(a; b) =

 
1 ::: k k + 1 k + 2 ::: k + l + 1 k + l + 2 k + l+ 3 ::: n
a1 ::: ak b b1 ::: bl a c1 ::: cm

!
:

Pa�zym_ekime:

pa = jfa1; :::; akjai > agj , qa = jfa1; :::; akjai > bgj
pb = jfb1; :::; bljbi > agj , qb = jfb1; :::; bljbi > bgj

pc = jfc1; :::; cmjci > agj , qc = jfc1; :::; cmjci > bgj :

Tegu skai�cius r yra keitinio

 
1 ::: k k + 2 ::: k + l + 1 k + l + 3 ::: n
a1 ::: ak b1 ::: bl c1 ::: cm

!

inversij�u skai�cius.
Tada , kai a < b turime

j�j = pa + (l� pb) + (m� pc) + qa + qb + (m� qc) + r;
j� � (a; b)j = pa + pb + (m� pc) + qa + (l� qb) + (m� qc) + 1 + r:

Tod_el

j�j � j� � (a; b)j = 2 (qb � pb) + 1

yra nelyginis skai�cius.
Atvejis a > b nagrin_ejamas analogi�skai.
I�rodyta .

Turime, kad sign(id) = 1 ir sign((a; b)) = �1 .
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Teiginys. Transpozicij�u skai�cius keitinio � rei�skime transpozicijomis yra arba

visada lyginis, arba visada nelyginis .

I�rodymas. Jeigu turime du keitinio � rei�skimus transpozicij�u sandauga :

� = �1 � � � �k = �1 � � � �l ,

tai

sign� =sign(�1 � � ��k) =sign(�1 � � � �l)

ir

sign� = (�1)k = (�1)l =) (�1)k�l = 1 =)skai�cius k � l lyginis=) skai�ciai k; l
arba abu lyginiai, raba abu nelyginiai.

I�rodyta.

I�svados.
1. Keitinys yra lyginis tada ir tik tada, kai jis yra lyginio skai�ciaus transpozi-

ciji�u sandauga.

2. Keitinys yra nelyginis tada ir tik tada, kai jis yra nelyginio skai�ciaus trans-

poziciji�u sandauga.

3. k-ciklas yra lyginis tada ir tik tada, kai k yra nelyginis ir atvirk�s�ciai.

4. (lyginis) � (lyginis) = (lyginis) :
(nelyginis) � (nelyginis) = (lyginis) :
(nelyginis) � (lyginis)= (nelyginis) :
5. sign(� � �) =sign(�) �sign(�) :

Lygini�u keitin�u aib�e �zym_esime An ir vadina alternuojan�cia keitini�u aibe.

Teiginys. Lygini�u ir nelygini�u keitini�u yra po lygiai
n!

2
.

I�rodymas. Nagrin_ejama alternuojanti keitini�u aib_e An: Apibr_e�ziama aib_e

U(a;b) = f� 2 Snj� = � � (a; b) ; � 2 Ang � Sn �An:

Tegu jAnj = m1 , jSn �Anj = m2: Tada aib_es U(a;b) visi elementai skirtingi:
�1 � (a; b) = �2 � (a; b)() �1 � (a; b) � (a; b) = �2 � (a; b) � (a; b)() �1 = �2:

Taigi,
���U(a;b)

��� = jAnj = m1 � m2:
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Analogi�skai, tegu turime aib�e

V(a;b) = f� 2 Snj� = � � (a; b) ; � 2 Sn �Ang � An:

Kaip ir aib_es U(a;b) taip ir aib_es V(a;b) visi elementai skirtingi.

Tada
���V(a;b)��� = jSn �Anj = m2 � m1:

Taigi, m1 = m2 =
n!

2
.

I�rodyta.
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