
Algebra ir geometrija informatikams. Paskait�u konspektas.Rimantas Grigutis

3 paskaita(2002 09 20): Ties_es pad_etis koordintini�u a�si�u at�zvilgiu. Kampas
tarp tiesi�u. Tiesi�u lygiagretumo ir statmenumo s�alygos.Ta�sko atstumas iki ties_es.

Sakykime ax + by + c = 0 yra ties_es t lygtis. I�snagrin_esime atskirus ties_es t
pad_eties a�si�u x ir y at�zvilgiu.

1) a = 0; b 6= 0: Tada ties_es t lygtis yra y = � c
b
: �Siuo atveju ties_e t lygiagreti

x a�siai.
2) a 6= 0;b = 0: Tada ties_es t lygtis yra x = � c

a
: �Siuo atveju ties_e t lygiagreti

y a�siai.
3) c = 0: Tada ties_es t lygtis yra ax + by = 0: �Siuo atveju ties_e t eina per

koordina�ci�u prad�zi�a.
4) a 6= 0; b 6= 0; c 6= 0: Tada ties_es t lygtis ekvivalenti lyg�ciai a

c
x + b

c
y = 1 ir

jeigu � = �c
a
; � = �c

b
; lyg�ciai x

�
+ y

�
= 1:

Tai a�sin_e ties_es lygtis.
Matome, kad ta�skai (�; 0) ir (0; �) yra koordintini�u a�si�u ta�skai, per kuriuos

eina ties_e t:

Apibr_e�zimas.Ties_es teigiama kryptimi vadiname tokia krypti�, kuria jud_edant
did_eja ta�sko ordinat_e.

Apibr_e�zimas. Kampu ' tarp tiesi�u t1 ir t2 vadinsime toki� ma�ziausi�a neneigia-
m�a kamp�a, kurio absoliuti reik�sm_e < � ir kuriuo pasukus ties�e t1 ties_es t2 link,
sutaps tiesi�u t1 ir t2 teigiamos kryptys.

Rasime kamp�a tarp dviej�u tiesi�u t1 ir t2; nelygiagre�ci�u y a�siai. Toki�u tiesi�u
lygtis galima i�sreik�sti y at�zvilgiu:

y = k1x+ l1
y = k2x+ l2;

�cia ki� ties_es ti krypties koe�cientas ( ki =tg�i; �i� kampas tarp x a�sies ir
ties_es ti); i = 1; 2;

li - atstumas nuo koordina�ci�u prad�zios iki ties_es ti susikirtimo su y a�simi ta�sko.
i = 1; 2:



Tegu �1 � �2: Tada ie�skomasis kampas yra lygus ' = �1 � �2: Tada

tg' =tg(�1 � �2) =
tg�1 � tg�2

1 + tg�1 � tg�2 =
k1 � k2

1 + k1 � k2 :

Kampas ' parenkamas taip, kad galiot�u 0 � ' < �:

Pastaba. Jeigu viena i�s tiesi�u yra lygiagreti Oy a�siai, o kita su Ox a�simi sudaro
kamp�a �; tai kampas tarp tiesi�u � apibr_e�ziamas taip:

� =

2
64
�

2
� �; jei 0 � � <

�

2
�� �

2
; jei

�

2
< � < �

:

Tegu dviej�u tiesi�u t1 ir t2 lygtys yra

a1x+ b1y + c1 = 0
a2x+ b2y + c2 = 0;

arba ( jeigu jos nelygiagre�cios y a�siai)

y = k1x+ l1
y = k2x+ l2;

�cia ki = �ai

bi
; li = � ci

bi
; i = 1; 2:

Teorema 1. Ties_es t1 ir t2 yra lygiagre�cios arba sutampa tada ir tik tada,
kada

a1b2 � b1a2 = 0:

Teorema 2. Ties_es t1 ir t2 yra statmenos tada ir tik tada, kada

a1a2 + b1b2 = 0:
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Teoremos 1 i�rodymas.
I�rodysime teigini� i�s kair_es i� de�sin�e.
Nagrin_esime du galimus atvejus.
1) Tegu ties_es t1 ir t2 lygiagre�cios y a�siai. Tada b1 = b2 = 0 ir a1 �0+0 �a2 = 0:
2) Tegu ties_es t1 ir t2 lygiagre�cios, bet nelygiagre�cios y a�siai. Tada

0 =tg' =
k1 � k2

1 + k1 � k2 ; �cia '(= 0)� kampas tarp t1 ir t2:

ir tod_el k1 � k2 = 0; arba a1b2 � b1a2 = 0:
I�rodysime teigini� i�s de�sin_es i� kair�e.
Nagrin_ekime keturis atvejus atvejus.
1) b1 6= 0; b2 = 0: Tada a2 = b2 = 0: Bet tai negalima, nes prie�starauja s�alygai

a22 + b22 > 0.
2) b1 6= 0; b2 6= 0:3 Tada turime

�a1
b1

= �a2
b2

arba k1 = k2;

tga1 =tg�2

t.y. ties_es su x a�simi sudaro vienodus kampus. O tai i�manoma tik tada, kai
ties_es t1 ir t2 yra lygiagre�cios arba sutampa.

3) b1 = 0; b2 6= 0: Tada a1 = b1 = 0: Bet tai negalima, nes prie�starauja s�alygai
a2
1
+ b2

1
> 0:

4) b1 = b2 = 0: Tada a1 6= 0 ir abi ties_es t1 ir t2 yra lygiagre�cios y a�siai, tod_el
ir t1kt2:

I�rodyta.

Teoremos 2 i�rodymas.
I�rodysime teigini� i�s kair_es i� de�sin�e.
Nagrin_esime du atvejus.
1) Tegu ties_e t1 lygiagreti y a�siai, t.y. b1 = 0: Tada ties_e t2 turi b�uti lygiagreti

x a�siai, t.y. a2 = 0: Tod_el turime a1 � 0 + 0 � b2 = 0:
2) Tegu ties_es t1 ir t2 statmenos ir n_e viena i�s j�u nelygiagreti y a�siai. Tada

1 =tg' =
k1 � k2

1 + k1 � k2 ; �cia '(=
�

2
)� kampas tarp t1 ir t2:

Tod_el 1 + k1 � k2 = 0; arba a1a2 + b1b2 = 0:
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I�rodysime teigini� i�s de�sin_es i� kair�e.
Nagrin_ekime tris atvejus.
1) b1 6= 0; b2 6= 0: Tada, padalijus lygyb�e a1a2 + b1b2 = 0 i�s b1b2; tur_esime

1 +
�
�a1

b1

�
�
�
�a2

b2

�
= 0

arba 1 + k1 � k2 = 0 ir tg' =
k1 � k2

1 + k1 � k2 =
k1 � k2

0
=1:

t.y. ties_es statmenos.
2) b1 6= 0; b2 = 0: Tada a2 6= 0 ( turi b�uti i�spildyta s�alyga a2

2
+b2

2
> 0) ir b�utinai

a1 = 0: Tod_el ties_e t1 yra lygiagreti x a�siai( a1 = 0), o ties_e t2 yra lygiagreti y
a�siai( b2 = 0). Taigi t1 ? t2:

3) b1 = 0: Tada a1 6= 0 ( turi b�uti i�spildyta s�alyga a21 + b21 > 0) ir b�utinai
a2 = 0: Tod_el ties_e t1 yra lygiagreti y a�siai, o ties_e t2 yra lygiagreti x a�siai. Taigi
t1 ? t2:

I�rodyta.

Rasime ta�sko atstumo iki ties_es formul�e.

Teorema. Ta�sko M (m1;m2) atstumas iki ties_es t : ax+ by+ c = 0 yra lygus

jam1 + bm2 + cjp
a2 + b2

:

I�rodymas. Nesunku matyti, kad ties_e t?

b (x�m1)� a (y �m2) = 0
bx� ay + am2 � bm1 = 0

yra statmena tiesei t (�zr. teoremos 2 s�alyg�a). Tegu N (n1; n2)� tiesi�u t ir t?
susikirtimo ta�skas.

Ai�sku, kad ta�sko M (m1;m2) atstumas iki ties_es t yra atkarpos MN ilgis:

MN =
q
(m1 � n1)

2 + (m2 � n2)
2
:
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Ta�skas N yra abiejose ties_ese t ir t?; tod_el

an1 + bn2 + c = 0
b (n1 �m1)� a (n2 �m2) = 0

Turime

am1 + bm2 + c = am1 + bm2 � (an1 + bn2) = a (m1 � n1) + b (m2 � n2) :

Nagrin_ekime sistem�a

(
b (n1 �m1)� a (n2 �m2) = 0

am1 + bm2 + c = a (m1 � n1) + b (m2 � n2)
:

Pak_el�e �sios sistemos abi lygtis kvadratu ir poto sud_ej�e tur_esime

(am1 + bm2 + c)2 = (a2 + b2)
�
(m1 � n1)

2 + (m2 � n2)
2
�

arba

jam1 + bm2 + cj =
q
(a2 + b2) �

r�
(m1 � n1)

2 + (m2 � n2)
2
�

jam1 + bm2 + cj =
q
(a2 + b2) �MN

MN =
jam1 + bm2 + cjp

a2 + b2
:

I�rodyta.
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Priedas. Vektorin_es ties_es lygtys.

Prisiminkimevektorius. Tegu xy plok�stumos vektorius
!
v = (X;Y ) su teigiamo-

mis koordina�ci�u a�simis Ox ir Oy sudaro kampus � ir �: �Si�u kamp�u kosinusai
cos�; cos� vadinami vektoriaus

!
v krypties kosinusais. Tada teisingos �sios ly-

gyb_es:

cos� = Xp
X2+Y 2

; cos � = Yp
X2+Y 2

;

beto

cos2 �+ cos2 � = 1:

Aptarkime kai kuriuos ties_es lygties pavidalus.

1. Ties_es t, eina�cios per ta�sk�a A(x0; y0) ir statmenos vektoriui
!
n (a; b) ; lygtis.

Tegu B (x; y)� bet kutis ties_es t ta�skas. Tada vektoriai
!
n (a; b) ir

!
AB

(x� x0; y � y0) yra statmeni:

!
n (a; b) � !

AB (x� x0; y � y0) = 0
a (x� x0) + b (y � y0) = 0:

Tai ir yra ie�skomoji lygtis, o vektorius
!
n vadinamas ties_es t normal_es vek-

toriumi.

2. Kanonin_e ties_es t lygtis.

Tegu A (x1; y1) ir B (x2; y2)� du ties_es t ta�skai. �Zinome, kad ties_es t lygtis
tada yra

y � y1

y2 � y1
=

x� x1

x2 � x1
:

Vektoriai
!
AB (x2 � x1; y2 � y1) ir

!
BA (x1 � x2; y1 � y2) yra lygiagret�us tiesei

t: I�srinkime i�s j�u t�a, kurio ordinat_e teigiama ir pa�zym_ekime ji� (l;m) =
!
s ( jeigu

y1 = y2; tai parenkamas tas, kurio abscis_e teigiama). Vektorius
!
s vadinamas

ties_es t krypties vektoriumi ir lygtis

6



y � y1

m
=

x� x1

l

kanonine ties_es t lygtimi.

3. Parametrin_e ties_es t lygtis.

I�s kanonin_es ties_es t lygties turime, kad

y � y1

m
=

x� x1

l
= t

ir gauname parametrin�e ties_es t lygti�:

x = l � t+ x1
y = m � t+ y1;

�cia t 2 R:

4. Normalioji ties_es t : ax+ by + c = 0 lygtis.

Padaugin�e panariui bendr�aj�a ties_es t lygti� i�s sign(�c) � 1p
a2+b2

;

�cia sign(c) =

"
1; jei c � 0
�1; jei c < 0

ir pa�zym_ej�e

cos� =sign(�c) � ap
a2+b2

; cos � =sign(�c) � bp
a2+b2

; �p =sign(�c) � cp
a2+b2

;

gausime normali�aj�a ties_es lygti�:

x cos� + y cos � � p = 0:

Teigiamo skai�ciaus p reik�sm_e - tai koordina�ci�u prad�zios atstumas iki ties_es, o
!
n0 (cos�; cos �)� vienetinis normal_es vektorius.

5. Vektorin_e ties_es t lygtis.

Tegu ties_e t eina per ta�sk�a A (x0; y0) ir statmena normal_es vektoriui
!
n : Tegu

B (x; y) - bet kuris ties_es ta�skas ir vektoriai
!
r=

�!
OB,

!
r0=

�!
OA : Tada vektoriai

!
r � �!

r0 ir
!
n - statmeni: �!

r � �!
r0
�
� !n= 0:

Tai ir yra vektorin_e ties_es t lygtis.
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Pasteb_esime, kad vietoje
!
n pa_emus vienetini� normal_es vektori�u

!
n0 tur_esime:

!
r � !n0= p;

�cia p� koordina�ci�u prad�zios atstumas iki ties_es.

Pastaba. Jeigu ties_e t :
�!
r � �!

r0
�
� !n= 0 yra lygiagreti vektoriui

!
s= (l;m) ;

tai vektoriai
!
r � �!

r0 ir
!
s kolinear�us, t.y.

!
r � �!

r0=
!
s t

!
r=

�!
r0 +

!
s t; t 2 R:

Gavome ties_es, lygiagre�cios vektoriui
!
s ; vektorin�e lygti�.

Norint i�s ties_es vektorini�u lyg�ci�u gauti koordinatines lygtis, reikia atlikti �siuos
pakeitimus:

!
r �! x

!
i +y

!
j

!
r0 �! x0

!
i +y0

!
j

!
n �! a

!
i +b

!
j

!
n0 �! cos�

!
i +cos �

!
j

!
s �! l

!
i +m

!
j

:

Norint i�s ties_es koordiatini�u lyg�ci�u gauti vektorines lygtis, reikia atlikti �siuos
pakeitimus:

x �! !
r � !i

y �! !
r � !j

a �! !
n � !i

b �! !
n � !j

cos� �! !
n0 �

!
i

cos � �! !
n0 �

!
j

l �! !
s � !i

m �! !
s � !j

:

8


