
Algebra ir geometrija informatikams. Paskait�u konspektas.Rimantas Grigutis

2 paskaita(2002 09 13): Dekarto koordina�ci�u sistema.Kreiv_es lygties sa-

voka. Kreivi�u susikirtimo ta�skai. Bendroji ties_es lygtis ax+by+c = 0 su i�rodymu.

Dviej�u tiesi�u sankirtos ta�skai.

Plok�stuma xy; tai plok�stuma, kurioje pravestos dvi statmenos viena kitai ties_es
Ox ir Oy; susikertan�cios ta�ske O: Ta�skas O dalija kiekvien�a i�s �si�u tiesi�u i� du
spindulius: vien�a i�s j�u kiekvienoje ties_eje vadiname teigiama kryptimi, kit�a -
neigiama.

Dekarto koordina�ci�u sistema, tai xy plok�stuma, kurioje su kiekviena skai�ci�u
pora x; y galima vienareik�smi�skai susieti plok�stumos xy ta�sk�a A; kurio abscis_e yra
x; o ordinat_e - y:

Tegu dabar xy plok�stumoje yra kreiv_e 
. Sakysime, kad lygtis f (x; y) = 0
yra duotos kreiv_es lygtis, jeigu 1) vis�u kreiv_es 
 tak�s�u koordinat_esx ir y tenkina
�si�a lygti� ir 2) skai�ci�u pora x; y; tenkinanti lygti� f (x; y) = 0; yra kreiv_es 
 ta�sko
koordinat_es.

Tegu plok�stumoje xy duotos dvi kreiv_es:
kreiv_e 
1 ir jos lygtis f1 (x; y) = 0;
kreiv_e 
2 ir jos lygtis f2 (x; y) = 0:
Tegu A (x; y) yra kreivi�u 
1 ir 
2 susikirtimo ta�skas. Tada ta�sko koordinat_es

tenkina tiek lygti� f1 (x; y) = 0; tiek lygti� f2 (x; y) = 0; t.y. skai�ci�u x; y pora

yra sistemos

(
f1 (x; y) = 0
f2 (x; y) = 0

sprendinys. Akivaizdu, kad teisingas ir atvirk�s�cias

teiginys: bet kuris sistemos sprendinys x; y atitinka kreivi�u susikirtimo ta�sk�a A;

kurio koordinat_es yra x; y (i�rodykite!).

Aptarsime dabar papras�ciausi�a kreiv_es pavyzdi� - ties�e.

Tiesiogin_e teorema. Bet kurios ties_es t lygtis yra ax+by+c = 0; �cia a; b; c�
skai�ciai.

Atvirk�stin_e teorema. Tegu a ir b - du kartu nelyg�us skai�ciai (a2 + b2 > 0).
Tada egzistuoja tokia ties_e, kurios lygtis yra ax+ by + c = 0:



Tiesiogin_es teoremos i�rodymas. TeguB (x1; y1) irC (x2; y2) - du simetri�ski
ties_es t at�zvilgiu ta�skai. Remiantis trikampi�u lygumo po�zymiais ir lygia�sonio
trikampio s�avyb_emis turime ,kad ta�skas A (x; y) yra ties_es t ta�skas tada ir tik
tada, kada BA = CA (i�rodykite!). Tod_el ties_es lygtis yra

(x� x1)
2 + (y � y1)

2 = (x� x2)
2 + (y� y2)

2
:

Suprastinus tur_esime

2 (x2 � x1)x+ 2 (y2 � y1)y + (x2
1
+ y2

1
� x2

2
� y2

2
) = 0:

I�rodyta.

Atvirk�stin_es teoremos i�rodymas.
Tegu plok�stumos xy skirting�u ta�sk�u M (m1;m2) ir N (n1; n2) koordinat_es yra

lygties ax + by + c = 0 sprendiniai, o ties_es MN lygtis yra a1x + b1y + c1 = 0:
Tada ta�sk�u M ir N koordinat_es yra lyg�ci�u sistemos

(
ax+ by + c = 0

a1x+ b1y + c1 = 0
(1)

sprendiniai. Ta�skai M ir N yra skirtingi, tod_el skiriasi nors viena �si�u ta�sk�u
koordinat_e, sakykime m1 6= n1: Padauginkime (1) sistemos pirm�aj�a lygti� i�s b1; o
antr�aj�a - i�s �b ir sud_ekime gautas lygtis. Tur_esime

(ab1 � a1b)x+ (cb1 � c1b) = 0:

�Sios lygties sprendiniais yra du skirtingi skai�ciai m1 ir n1; tod_el

(ab1 � a1b) = 0 ir (cb1 � c1b) = 0 , t.y.

sistemos (1) lygtys yra ekvivalenti�skos ir ties_es

ax+ by + c = 0 ir a1x+ b1y + c1 = 0

sutampa.
I�rodyta.
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Dviej�u tiesi�u susikirtimo ta�skai.
Tegu plok�stumoje duotos dvi ties_es t1 ir t2; kuri�u lygtys atinkamai

a1x+ b1y = c1 ir a2x+ b2y = c2:

Susikirtimo ta�sk�u koordinat_es yra sistemos

(
a1x+ b1y = c1
a2x+ b2y = c2

(2)

sprendiniai. Surasime tiesi�u t1 ir t2 susikirtimo ta�skus. Tegu A(x; y) yra tiesi�u
t1 ir t2 susikirtimo ta�skas. I�sreik�skime ta�sko A koordinates x ir y sistemos (2)
koe�cientais a1; b1; c1; a2; b2; c2:

Padauginkime pirm�aj�a lygti� i�s b2; antr�aj�a - i�s �b1 ir sud_ekim�e lygtis. Tur_esime:

(a1b2 � a2b1)x = c1b2 � c2b1: (3)

Padauginkime dabar pirm�aj�a lygti� i�s �a2; antr�aj�a - i�s a1 ir sud_ekime lygtis.
Tur_esime:

(a1b2 � a2b1) y = a1c2 � a2c1:

Jeigu (a1b2 � a2b1) 6= 0; tai

x =
c1b2 � c2b1

(a1b2 � a2b1)
ir y =

a1c2 � a2c1

(a1b2 � a2b1)
:

�Siuo atveju turime vien�a susikirtimo ta�sk�a.
Jeigu (a1b2 � a2b1) = 0; tai galimi du atvejai:
1)c1b2 � c2b1 = 0 ir 2) c1b2 � c2b1 6= 0:
Pirmuoju atveju sistemoje (2) yra dvi ekvivalen�cios lygtys, t.y. ties_es t1 ir t2

sutampa, t.y. yra be galo daug susikirtimo ta�sk�u.
Antruoju atveju sistema (2) neturi sprendini�u, nes i�s (3) turime, kad 0 = c1b2�

c2b1 6= 0; t.y. ties_es t1 ir t2 neturi susikirtimo ta�sk�u ir tod_el jos yra lygiagre�cios:
t1kt2:
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Apibr_e�zimas. Lentel�e

 
a1 b1
a2 b2

!
vadiname lyg�ci�u sistemos (2) matrica.

Apibr_e�zimas. I�srai�sk�a a1b2 � a2b1 vadiname matricos

 
a1 b1
a2 b2

!
determi-

nantu ir �zymime:

a1b2 � a2b1 =

����� a1 b1
a2 b2

����� = det

 
a1 b1
a2 b2

!
:

Tuo atveju, kai ties_es kertasi viename ta�ske, to ta�sko koordinates galima
u�zra�syti:

x =

����� c1 b1
c2 b2

���������� a1 b1
a2 b2

�����
ir y =

����� a1 c1
a2 c2

���������� a1 b1
a2 b2

�����
:

Toki� sistemos (2) sprendini�u pavidal�a vadina Cramer 'io formul_emis.
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