
1. VEIKSMAI SU POERDVIAIS.

1.1. Poerdvi�u suma ir sankirta.

Apibr_e�zimas. Tegu U ir W yra vektorin_es erdv_es poerdviai.Tada j�u suma
U +W vadinama aib_e

U +W = fu+ wju 2 U;w 2 Wg :

Poerdvi�u U ir W sankirta U \W vadinama aib_e

U \W = fv 2 V jv 2 U ir v 2 Wg :

Ai�sku, kad ir poervi�u suma ir poerdvi�u sankirta yra poerdvis.
Pastaba. Poerdvi�u suma U + W yra ma�ziausias V poerdvis, kuriame yra

poerdviai U ir W .
Poervi�u sankirta U \W yra did�ziausias V poerdvis, esantis ir poedvyje U ir

poerdvyje W .
Teorema. dim(U +W ) + dim(U \W ) = dimU + dimW:
I�rodymas. Pa�zym_ekime U +W = P ir U \W = R ; dimP = p ir dimR = r:
Tegu e1; e2; :::; er� poerdvio P baz_e. Papildykime j�a iki poerdvio U baz_es ir po-

erdvio V baz_es. Tegu e1; e2; :::; er; er+1; :::; es� U baz_e, o e1; e2; :::; er; e
0

r+1
; :::; e0

t
�

V baz_e. Parodysime, kad vektori�u sistema e1; e2; :::; er; er+1; :::; es; e
0

r+1; :::; e
0

t
� po-

erdvio U + V baz_e. Reikia i�rodyti, kad �si sistema yra generuojanti ir tiesi�skai
nepriklausoma sisitema.

Tegu v� bet kuris poerdvio P = U + V vektorius, t.y. v = u + v , �cia
u 2 U; v 2 V: Taigi, u = a1e1+ � � �+arer+ar+1er+1+ � � �+ases ir v = b1e1+ � � �+
brer+ br+1e

0

r+1
+ � � �+ bte

0

t
. Turime v = (a1+ b1)e1+ � � �+(ar+ br)er+ar+1er+1+

� � �+ases+br+1e
0
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0

t
ir tod_el vektoriai e1; e2; :::; er; er+1; :::; es; e0r+1; :::; e

0

t

generuoja P:
I�rodysime sistemos tiesi�sk�a nepriklausomyb�e. Tegu c1e1+� � �+crer+cr+1er+1+

� � �+ cses + c0
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+ � � �+ c0
t
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= 0:

Tada u = c1e1+ � � �+ crer + cr+1er+1+ � � �+ cses = �c0
r+1
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� � � � � c0
t
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ir tod_el u = a1e1 + � � � + arer:
Turime a1e1 + � � � + arer = �c0

r+1e
0

r+1 � � � � � c0
t
e0
t
,

a1e1+� � �+arer+c0
r+1e

0

r+1+� � �+c0
t
e0
t
= 0 ir a1 = � � � = ar = c0

r+1 = � � � = c0
t
= 0

, nes vektoriai e1; e2; :::; er; e0r+1; :::; e
0

t
� tiesi�skai nepriklausoma sistema( V � baz_e).

Taigi, u = 0:



Turime c1e1+� � �+crer+cr+1er+1+� � �+cses = 0 ir c1 = � � � = cr = cr+1 = � � � =
cs = 0; nes vektoriai e1; e2; :::; er; er+1; :::; es� tiesi�skai nepriklausoma sistema( U�
baz_e).

I�rod_eme sistemos tiesi�sk�a nepriklausomyb�e ir tuo pa�ciu tai ,kad ji yra U + V
baz_e. Poerdvi�u U; V ; P ir R turime lygybes:

dim U + V = s+ t� r = dimU + dimV � dimU \ V:
I�rodyta.
Paskutinioji teorema formuoja m�us�u intuicij�a apie poerdvi�u pad_eti� daugia-

mat_ese vektorin_ese erdv_ese.
[.......]

1.2. Poerdvi�u tiesiogin_e suma ir faktorerdv_e.

Apibr_e�zimas. Tegu U ir W yra vektorin_es erdv_es poerdviai.Tada j�u suma
U + W vadinama tiesiogine suma U � W ,jeigu bet kurio U + W vektoriaus
rei�skimas vektori�u i�s U ir W suma yra vienint_elis.

Paskutinis apibr_e�zimas ekvivalenti�skas s�alygai: i�s lygyb_es u + w = 0 ,u 2
U;w 2 W turime u = 0 ir w = 0:

Teiginys. Suma U +W yra tiesiogin_e tada ir tik tada, kai U \W = 0:
I�rodymas.[:::::::::::]
Teiginys. Suma U +W yra tiesiogin_e tada ir tik tada, kai sumos baz_e yraU

ir W bazi�u s�ajunga.
I�rodymas.[::::::::::]
Apibr_e�zimas. Tegu U1,U2; :::; Uk yra vektorin_es erdv_es poerdviai.Tada j�u

suma U1 + U2 + � � �+ Uk vadinama tiesiogine suma U1 � U2 � � � � � Uk ,jeigu bet
kurio U1 + U2 + � � � + Uk vektoriaus rei�skimas vektori�u i�s U1,U2; :::; Uk suma yra
vienint_elis.

Paskutinis apibr_e�zimas ekvivalenti�skas s�alygai: i�s lygyb_es u1 + u2 + � � �+ uk ,
ui 2 Ui; turime ui = 0:

Paskutini�ji� teigini� galima apibendrinti baigtiniai poerdvi�u sumai.
Teiginys. Suma U1 + U2 + � � �+ Un yra tiesiogin_e tada ir tik tada, kai

8i Ui \ (U1 + � � �Ui�1 + Ui+1 + � � �+ Un) = 0:

I�rodymas. Be i�rodymo.
Teiginys. Suma U1 + U2 + � � �+ Uk yra tiesiogin_e tada ir tik tada, kai sumos

baz_e yra U1,U2; :::; Uk bazi�u s�ajunga.
I�rodymas. Be i�rodymo.
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U�zdavinys. Tegu V = U � W . Tada poerdvis U vadinamas poerdvio W
tiesioginiu papildiniu.

Ar kievienam vektorin_es erdv_es poerdviui egzistuoja tiesioginis papildinys?
Jeigu egzistuoja tai ar vienint_elis �sis tiesioginis papildinys?
Atsakymus pagri�skite.
I�rodyti paliekama studentams2

Apibr_e�zimas. Tegu U yra vektorin_es erdv_es V poerdvis. Vektori�u sistema
v1; v2; :::; vk vadinama tiesi�skai nepriklausoma poerdvio U at�zvil- giu sistema (
t.n.mod U sistema ), jeigu kai �1v1+�2v2+ � � �+�kvk 2 U , tai �1 = �2 = � � � =
�n = 0:

Teiginys. Vektori�u sistema v1; v2; :::; vk yra t.n. mod U sistema tada ir tik
tada, kai vektori�u sistema v1; v2; :::; vk; u1; :::; um, �cia u1; :::; um - poerdvio U baz_e,
yra tiesi�skai nepriklausoma.

I�rodymas.3

Apibr_e�zimas. Vektori�u sistema v1; v2; :::; vk vadinama baze poerdvio U at�zvilgiu
( baze modU ) jeigu bet kuris vektorius v 2 V yra lygus v = �1v1 + �2v2 + � � �+
�kvk + u , �cia u 2 U:

Teiginys. Vektori�u sistema v1; v2; :::; vk yra baz_e poerdvio U at�zvilgiu tada
ir tik tada, kai vektori�u sistema v1; v2; :::; vk; u1; :::; um;�cia u1; :::; um - poerdvio U
baz_e, yra vektorin_es erdv_es V baz_e.

I�rodymas.3
Pastaba. Jeigu u1; :::; um - poerdvio U baz_e, tai bet kuri vektori�u sistema

v1; v2; :::; vk papildanti �si�a sistem�a iki vektorin_es erdv_es V baz_es yra baz_e poerdvio
U at�zvilgiu.

Apibr_e�zimas. Sakysime, kad vektoriai v1 ir v2 lygsta poerdvio U at�zvilgiu,
jeigu v1 � v2 2 U . �Zym_esime v1 � v2 (U) :

�Sio ekvivalentumo s�ary�sio d_eka vektorin_e erdv_e V suskyla i� ekvivalentumo
klases, kurios savo ruo�stu sudaro nauj�a vektorin�e erdv�e, vadinam�a faktorerdve ir
�zymima V=U . Faktorerdv_es elementus �zym_esime �v , �cia v - klas_es atstovas.

Teiginys. Jeigu vektori�u sistema v1; v2; :::; vk yra baze poerdvio U at�zvilgiu,
tai sistema �v1; �v2; :::; �vk yra V=U baz_e.

Jeigu sistema �v1; �v2; :::; �vk yra V=U baz_e, o v1 2 �v1; v2 2 �v2; :::; vn 2 �vn , tai
vektori�u sistema v1; v2; :::; vk yra baze poerdvio U at�zvilgiu.

I�rodymas.[:::::::::::]
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