
1. ORTOGONALIOSIOS IR UNITARIOSIOSMATRICOS.

Apibr_e�zimas.Realioji eilut_e (a1; a2; : : : ; an) vadinama normuota, jeigu

a21 + a22 + � � � + a2
n
= 1:

Dvi eilut_es (a1; a2; : : : ; an) ir (b1; b2; : : : ; bn) vadinamos ortogonaliomis jeigu
nX
i=1

aibi = 0 .

Analogi�skai apibr_e�ziami ortogonal�us stulpeliai.
Ortogonaliosios matricos - tai matricos, kurios tenkina kuri�a nors i�s �zemiau

pateiktos teoremos s�alyg�u.
Teorema 1. Tegu C - kvadratin_e n � n matrica. �Zemiau pateiktos s�alygos

yra ekvivalenti�skos.
1) C yra nei�ssigimusi matrica, kurios C�1 = CT .
2) C � CT = E .
3) CT � C = E:

4) Matricos C eilut_es yra normuotos ir poromis ortogonalios.
5) Matricos C stulpeliai yra normuoti ir poromis ortogonal�us.
I�rodymas.Akivaizd�zios yra �sios implikacijos: 1 =) 2; 1 =) 3: Ekvivalen-

tumai 2 () 4 ir 3 () 5 i�splaukia i�s matric�u sandaugos apibr_e�zimo. Belieka
parodyti arba 2 =) 1 arba 3 =) 1:

I�s tikro: C � CT = E =) det
�
C � CT

�
= detE =) detC � detCT = 1 =)

detC 6= 0: Taigi, matrica C yra nei�ssigimusi ir tod_el turi atvirk�stin�e. Tod_el
C�1

�
CCT

�
= C�1 =) (C�1C)CT = C�1 =) CT = C�1: 2 =) 1 i�rodyta.

Ortogonali�uj�u matric�u savyb_es.

1. Ortogonali�uj�u matric�u sandauga yra ortogonali matrica.
2. Ortogonaliosios matricos atvirk�stin_e matrica yra ortogonalioji matrica.
3. Vienetin_e matrica E yra ortogonalioji matrica.
4. Ortogonaliosios matricos determinantas yra lygus �1:
I�rodymas.1. Tegu A ir B - ortogonaliosios matricos, t.y. AAT = E;ATA =

E;BBT = E;BTB = E: Tada (AB) (AB)T = (AB)
�
BTAT

�
= A

�
BBT

�
AT =

AEAT = AAT = E:

2. Tegu A - ortogonalioji matrica, tada AT = A�1: Turime A�1 (A�1)
T

=

AT

�
AT

�T
= ATA = E:

3. EET = EE = E:

4. Tegu A - ortogonalioji matrica. Tada detAAT = detE =) detAdetAT =
1 =) (detA)2 = 1 =) detA = �1:



Pastaba. Matricos

 
2 1
1 1

!
determinantas yra lygus 1 , bet matrica n_era

ortogonali.
Apibr_e�zimas. Ortogonalioji matrica C vadinama tikrine, jeigu detC = 1 ir

netikrine, jeigu detC = �1:
Analogi�skai apibr_e�ziamos unitariosios matricos .
Apibr_e�zimas. Kompleksin_e eilut_e (a1; a2; : : : ; an) vadinama normuota, jeigu
a1�a1 + a2�a2 + � � �+ an�an = 1:
Dvi eilut_es (a1; a2; : : : ; an) ir (b1; b2; : : : ; bn) vadinamos ortogonaliomis jeigu

nX
i=1

ai�bi = 0 .

Unitariosios matricos - tai matricos, kurios tenkina kuri�a nors i�s �zemiau pateik-
tos teoremos s�alyg�u.

Teorema 2. Tegu U - kvadratin_e n � n matrica. �Zemiau pateiktos s�alygos
yra ekvivalenti�skos.

1) U yra nei�ssigimusi matrica, kurios U�1 = UT .
2) U � UT = E .
3) UT � U = E:

4) Matricos U eilut_es yra normuotos ir poromis ortogonalios.
5) Matricos U stulpeliai yra normuoti ir poromis ortogonal�us.
I�rodyti paliekama studentams.2

Unitari�uj�u matric�u savyb_es.
1. Unitari�uj�u matric�u sandauga yra unitarioji matrica.
2. Unitariosios matricos atvirk�stin_e matrica yra unitarioji matrica.
3. Vienetin_e matrica E yra unitarioji matrica.
4. Unitariosios matricos determinanto modulis yra lygus 1:
I�rodyti paliekama studentams.2

Pavyzdys. Ortogonaliosios 2� 2 matricos. Tegu C =

 
a11 a12
a21 a22

!
- ortogo-

nali matrica. Tada
(1) a2

11
+ a2

21
= 1;

(2) a11a12 + a21a22 = 0;
(3) a212 + a222 = 1:
Jeigu dviej�u reali�uj�u skai�ci�u kvadrat�u suma lygi vienetui, tai egzistuoja toks

kampas '; kad vien�a i�s �si�u skai�ci�u galime reik�sti cos'; o kit�a - � sin':
Taigi, tegu a11 = cos'; tada i�s (1) tur_esime, kad a21 = � sin':
1 atvejis: a21 = sin': Tada a12 = � � sin':
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I�s (2) turime � sin' cos'+ sin' � a22 = 0;
t.y. a22 = �� cos':
I�s (3) i�splaukia �2 sin2 '+ �2 cos2 ' = 1; t.y. � = �1:
Taip gauname dvi matricos C galimas i�srai�skas:

C1 =

 
cos' sin'
sin' � cos'

!
ir C2 =

 
cos' � sin'
sin' cos'

!
:

2 atvejis: a21 = � sin':
Elgdamiesi kaip ir auk�s�ciau, gauname dvi matricos C galimas i�srai�skas:

C3 =

 
cos' sin'
� sin' cos'

!
ir C4 =

 
cos' � sin'
� sin' � cos'

!
:

Kadangi � sin' = sin (2� � '), o cos' = cos (2� � ') ; tai matricos C3 ir C4

yra matric�u C1 ir C2 atskiri atvejai.
Dabar pateiksime �si�u martic�u geometrin�e interpretacij�a.
Plok�stumos R2 ta�skus (x; y) reik�skime kompleksiniais skai�ciais: z = x+ iy: �Sio

skai�ciaus daugyba i�s skai�ciaus [1; '] = cos'+i sin' geometri�skai rei�skia vektoriaus
fx; yg pos�uki� kampu ': Ta�ciau

u+ iv = (cos'+ i sin') (x+ iy)

()
(
u = cos' � x� sin' � y
v = sin' � x+ cos' � y (x; y; u; v 2 R)

()
 
u

v

!
=

 
cos' � sin'
sin' cos'

! 
x

y

!
:

Taigi, matrica C2 atitinka pos�uki� kampu ' (matrica C3 atitinka pos�uki� kampu
2� � ' , t.y. kampu �':

Jeigu pirma kompleksini� skai�ci�u z = x + iy pakeisime jungtiniu �z = x � iy (
geometri�skai - tai simetrinis atvaizdis x�a�sies at�zvilgiu), o poto padauginsime i�s
[1; '] = cos'+ i sin' gausime

u+ iv = (cos'+ i sin') (x+ iy)

()
(
u = cos' � x+ sin' � y
v = sin' � x� cos' � y (x; y; u; v 2 R)

()
 
u

v

!
=

 
cos' sin'
� sin' cos'

! 
x

y

!
:

Taigi matrica C1 atitinka vektoriaus fx; yg dviej�u veiksm�u sek�a: pirma, simet-
ri�sk�a atvaizdi� x�a�sies at�zvilgiu, antra, pos�uki� kampu ':
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Kita teorema parodo kaip bet kuri� normuot�a stulpeli� galima papildyti iki or-
togonaliosios matricos.

Teorema 3. Tegu C1 - tokia kompleksin_e (atitinkamai- realioji ) matrica,
kad

C�
1C1 = E ( atitinkamai ,CT

1 C1 = E ), �cia C�
1 = CT

1 .

Tada egzistuoja tokia kompleksin_e ( atitinkamai- realioji) matrica X , kad
matrica (C1 j X) yra unitarioji ( atitinkamai - ortogonalioji) matrica.

I�rodymas. Tegu C1� matrica i�s teoremos teiginio turi n� eilu�ci�u ir m�
stulpeli�u. Tegu m < n (kai m = n - matrica C1 b�ut�u ortogonali ir nieko nereikt�u
i�rodyn_eti). I�rodysime, kad galime surasti toki� stulpeli�D , kad

(C1jD)� (C1jD) = Em+1:

Tur_et�u b�uti

(C1jD)� (C1jD) =

 
C�
1

D�

!
(C1jD) =

 
C�
1C1 C�

1D

D�C1 D�D

!
=

 
Em O

O 1

!
:

Lygyb_e C�
1C1 = Em duota. Lygyb_e C�

1D = O� tai homogenin_e m tiesini�u
lyg�ci�u su n ne�zinom�uj�u sistema. Kadangi m < n �si sistema pagal Kronekerio-

Kapelio teorem�a turi nenulini� sprendini�u stulpeli�D0 =

0
B@ d01

:::

d0
n

1
CA 6= O:

Normuokime stulpeli�D0 : D = 1p
d
D0 , �cia d = �d01d

0
1 + � � �+ �d0

n
d0
n
> 0:

Turime: C�
1D =

p
d � C�D = O:

D�C1 = (C�
1D)� = O;

D�D = 1

d

�
�d01d

0
1 + � � �+ �d0

n
d0
n

�
= 1:

Pavyzdys.
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