1. ORTOGONALIOSIOS IR UNITARIOSIOS MATRICOS.
Apibrézimas. Realioji eiluté (ay,as,...,a,) vadinama normuota, jeigu
ai+ai+---+ad=1.

Dot eilutés (ay,az,...,a,) ir (by,be,...,b,) vadinamos ortogonaliomis jeigu

Zaibi =0.
= Analogiskai apibréziami ortogonalus stulpeliai.

Ortogonaliosios matricos - tai matricos, kurios tenkina kuria nors 18 Zemiau
pateiktos teoremos salygy.

Teorema 1. Tequ C - kvadratiné n x n matrica. Zemiau pateiktos sqlygos
yra ekvivalentiskos.

1) C yra neissigimusi matrica, kurios C~1 = CT |

2)C-CT=F.

3)CcT.C=E.

4) Matricos C eilutés yra normuotos ir poromis ortogonalios.

5) Matricos C stulpeliai yra normuoti ir poromis ortogonalus.

Irodymas.Akivaizdzios yra Sios implikacijos: 1 = 2,1 = 3. Ekvivalen-
tumai 2 <= 4 ir 3 <= 5 isplaukia i§ matricy sandaugos apibrézimo. Belieka
parodyti arba 2 =1 arba 3 = 1.

I tikio: - CT = B = det (C'- OT) = det Il = det €' det C7 = | =
det C' # 0. Taigi, matrica C' yra neissigimusi ir todél turi atvirkstine. Todél
CH(CCT) == (C710) T =071 = 0T = €71 2 = 1 jrodyta.

Ortogonaliyjy matricy savybes.

1. Ortogonaliyjy matricy sandauga yra ortogonali matrica.

2. Ortogonaliosios matricos atvirkstiné matrica yra ortogonalioji matrica.

3. Vienetiné matrica F yra ortogonalioji matrica.

4. Ortogonaliosios matricos determinantas yra lygus +1.

Irodymas.1. Tegu A ir B - ortogonaliosios matricos, t.y. AAT = E, AT A
B,BBT = E,B"B = E. Tada (AB) (AB)" = (AB) (BAT) = A(BBT) A" =
ABAT = AAT = .

2. Tegu A - ortogonalioji matrica, tada AT = A~'. Turime A~! (A_I)T =

T
AT(AT) =ATA= B

3. FEET = FE = E.

4. Tegu A - ortogonalioji matrica. Tada det AAT = det £/ = det Adet AT =
1 = (det A’ =1 = det A = £1.



Pastaba. Matricos (? )

) determinantas yra lygus 1 , bet matrica néra
ortogonali.

Apibrezimas. Ortogonalioji matrica C' vadinama tikrine, jeigu detC' =1 ir
netikrine, jeigu det C' = —1.

Analogiskai apibréziamos unitariosios matricos .

Apibrézimas. Kompleksiné eiluté (ay,as,...,a,) vadinama normuota, jeigu
aray + axty + -+ ana, = 1.
Dot eilutés (ay,az,...,a,) ir (by,be,...,b,) vadinamos ortogonaliomis jeigu

Z ai[;i =0.
= Unitariosios matricos - tai matricos, kurios tenkina kuria nors i§ zemiau pateik-
tos teoremos salyguy.

Teorema 2. Tequ U - kvadratiné n x n matrica. Zemiau pateiktos sqlygos
yra ekvivalentiskos.

1) U yra neissigimusi matrica, kurios U™" = UT .

NU-UT=E .

3)UT-U=E.

4) Matricos U eilutés yra normuotos ir poromis ortogonalios.

5) Matricos U stulpeliai yra normuoti ir poromis ortogonalus.

Irodyti paliekama studentams.O

Unitariyjy matricy savybes.

1. Unitariyjy matricy sandauga yra unitarioji matrica.

2. Unitariosios matricos atvirkstiné matrica yra unitarioji matrica.

3. Vienetine matrica F yra unitarioyi matrica.

4. Unitariosios matricos determinanto modulis yra lygus 1.

Irodyti paliekama studentams.O
ann  dr2

Pavyzdys. Ortogonaliosios 2 x 2 matricos. Tegu €' = ( ) - ortogo-

21 Qg2
nali matrica. Tada

(1) a%1 + a§1 =1,

(2) a11012 + ag1099 = 0,

(3) afy + a3, = 1.

Jeigu dviejy realiyjuy skaic¢iy kvadraty suma lygi vienetui, tai egzistuoja toks
kampas ¢, kad viena 18 iy skaiciy galime reiksti cos ., o kita - £ sin¢.

Taigi, tegu ayq = cos g, tada i§ (1) turésime, kad a1 = +sin .

1 atvejis: az; = sinp. Tada a2 = p - sinp.



[§ (2) turime psin @ cos @ + sinp - asy = 0,
t.y. a9y = —pcos .
I5 (3) isplaukia p®sin® p + p*cos’p = 1, t.y. p = %1.
Taip gauname dvi matricos C' galimas israiskas:
o, = ( CoS ¢ sin ¢ ) Oy = ( CoS ¢ —sin ) ‘
siny —cosy siny  cos
2 atvejis: ag; = —sin .
Elgdamiesi kaip ir auksc¢iau, gauname dvi matricos ' galimas israiskas:
C, = ( CoS ¢ sin ¢ ) O, = ( cos ¢ —sin )
—sing cosy —sing —cosy
Kadangi — sin ¢ = sin (2m — @), 0 cos¢ = cos (2m — @), tai matricos Cs ir Cy
yra matricy Cy ir Cy atskiri atvejai.
Dabar pateiksime siy marticy geometrine interpretacija.
Plokstumos R? taskus (z,y) reikskime kompleksiniais skaiciais: z = x4 1y. Sio
skaic¢iaus daugyba i3 skai¢iaus [1, ¢] = cos ¢+1 sin p geometriskai reiskia vektoriaus
{z,y} posuki kampu . Taciau

u+ v = (cosp+ising) (x+1y)
U=Ccos@- T —Ssny-y
v=s8ny- T+ Ccosy -y

(u):(@mp —smc,o)(:z;)‘
v SIn@  Cos Yy

Taigi, matrica Cy atitinka posuki kampu ¢ (matrica C5 atitinka posuki kampu
2r — ¢, t.y. kampu —.

Jeigu pirma kompleksinj skaiciy z = = + iy pakeisime jungtiniu z = = — iy (
geometriskai - tai simetrinis atvaizdis x—asies atzvilgiu), o poto padauginsime i3

= (x,y,u,v € R)

[1,¢] = cos ¢ + isin ¢ gausime

u+ v = (cosp+ising) (x+1y)
U=cosy-xr+sinp-y
V=S8NE- T —CosSY- Y

(u):( CoS ¢ sinc,o)(:z;)‘
v —sing cosy y

Taigi matrica C; atitinka vektoriaus {x, y} dviejy veiksmy seka: pirma, simet-
riska atvaizdi x—asies atzvilgiu, antra, posuki kampu ¢.

= (x,y,u,v € R)



Kita teorema parodo kaip bet kuri normuota stulpeli galima papildyti iki or-
togonaliosios matricos.
Teorema 3. Tegu Cy - tokia kompleksiné (atitinkamai- realioji ) matrica,

kad
CrCy = E ( atitinkamai ,CTCy = E ), ¢ia C7 = CT .

Tada egzistuoja tokia kompleksiné ( atitinkamai- realioji) matrica X , kad
matrica (Cy | X) yra unitarioji ( atitinkamai - ortogonalioji) matrica.
Irodymas. Tegu Cj— matrica i§ teoremos teiginio turi n— eilu¢iy ir m—
stulpeliy. Tegu m < n (kai m = n - matrica Cy buty ortogonali ir nieko nereikty
irodynéti). Irodysime, kad galime surasti toki stulpeli D , kad
(CoIDY (Co]D) = By,
Turety buti
« [ CF (¢ D\ ([ E, O
Lygybe C7Cy = FE,, duota. Lygybe C7D = O— tai homogeniné m tiesiniy
lygéiy su n nezinomuyjuy sistema. Kadangi m < n $§i sistema pagal Kronekerio-
i
Kapelio teoremg turi nenulini sprendiniy stulpeli D' = | ... | # O.
Z,
Normuokime stulpeli D' : D = %D’ Jelad=dd, +---+dd >0.
Turime: C7D = Vd-C*D = 0.
DD =1 (did; + -+ dd,) = 1.
1
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