1. OPERATORIAI VEKTPORINESE ERDVESE VIRS C.

1.1. Sakniniai poerdviai.

Pavyzdys.
Tegu operatoriaus A : Ry — R4 matrica standartinéje bazéje yra

-5 =9 18 =3

4 7 =12 2
A= 0 0 2 0 |’
0 0 0 2

Operatoriaus charakteristinis polinomas yra
et — 62 + 1322 — 122 +4 = (v — 1) (z — 2)%,
Operatoriaus tikrinés reiksmes yra: Ay = 1, Ay = 2.

Sakninis poerdvis ker (A —1-1)?

~5 -9 18 -3 1000 6 —9 18 -3
| 4T 22| oo _| 4 6 —12 2
0 0 2 0 0010 0 0 1 0
0 0 0 2 0001 0 0 o0 1
6 -9 18 -3\ [a 0 —3,
1 6 -12 2 b 0| gends f
0 0 1 0 C 0 , oprendinys yra 0
0 0 o0 1 d 0 0
ker (A — 1) =((~2,1,0,0))
6 -9 18 -3\ /a 0 t
1 6 -12 2 b 0] gpends |
0 0 1 0 C = 0 , oprendinys yra : 0
0 0 o0 1 d 0 0

ker (A —1)* = ((~£,1,0,0) ,(0,1,0,0)) > ker (A — I).

-5



-6 -9 18 =3 a 0 t

4 6 =12 2 b1 |0 g di |t

0 0 ) 0 e | = | o[> Sprendinysyra: |

0 0 0 1 d 0 0
Matome, kad

ker(A—[)3: ker(A—])z.

Taigi, sakninis poerdvis atitinkantis tikrine reikSme 1, yra dvimatis poerdvis
ir minimalusis operatoriaus A polinomas Siame poerdvyje yra fi (z) = (z — 1)°.
Tikrinés reiksmeés Ay = 1 aukstis yra lygus 2.

Sakninis poerdvis ker (A — 2 - I)

-5 -9 18 =3 1 000 ~7 -9 18 =3
4 7 —12 2 0100 4 5 —12 2
A=2l=1 0 0 9 o | loor o070 0o 0o o0
0o 0 0 2 000 1 0 0 0 0
~7 -9 18 -3 a 0 —3t
4 5 —12 2 bl O | srend: . t
0 0 0 0 C = 0 , oprendinys yra : tz
0 0 0 0 d 0 L1y + 6ty
ker (A —21) = ((~2,1,0,1).(0,0,1,6)) .
7 -9 18 -3\'/a 0 —24
4 5 —12 2 bl O srend: . t
0 0 0 0 C = 0 , oprendinys yra : tz
0o 0 0 0 d 0 1ty + 61,
Matome, kad

ker(A—21)2 = ker (A —21).

Taigi, sakninis poerdvis atitinkantis tikrine reikSme 1, yra dvimatis poerdvis
ir minimalusis operatoriaus A polinomas §iame poerdvyje yra fi () = (x — 2).
Tikrinés reiksmeés Ay = 2 aukstis yra lygus 1.

Visa vektoriné erdvé Ry yra savo sakniniy poerdviy tiesioginé suma:

R4:ker(A—l-])Z@ker(A—Z-[)



1.2. Matricos Jordano forma ir Jordano baze.

Pavyzdys.
Tegu duota matrica A :

40 0 1 0 0 0 2

-2 8 -4 4 -1 -10 0 38

0o -1 5 -1 0 5 0 -2

4| 8 -16 16 —12 4 40 0 -32
o 0 0 -2 4 0 0 -4

0o 2 -2 2 0 -1 0 4

4 -8 9 -9 2 i 4 -3

-4 8 -8 8 =2 =20 0 20

Jos charakteristinis polinomas : 2% — 3227 4 44825 — 35842° + 17920z —
573442° + 114688z* — 131072z + 65536 = (v — 4)8

Matricos tikriné reikémeé yra viena A = 4, todeél visa vektoriné erdve yra
Sakninis poerdvis.

Apibréziame matrica B = A — 41 :

o 0 0 1 0 0 0 2

2 4 -4 4 -1 =10 0 8

0 -1 1 -1 0 3 0 -2

s_| 8 -16 16 —16 4 40 0 —32
0 0 0 -2 0 0 0 —4

0 2 -2 2 0 -5 0 4

4 -8 9 -9 2 4 g 18

—4 8 -8 8 -2 -20 0 16

Nagrinésime poerdvius 0 = ker B® C ker B C ker B? C ... ir rasime juy bazes.
ker B

Sprendziame lygéiy sistema BX =0 :



0 0 0 1 0 0o 0 2 a
-2 4 -4 4 -1 —-10 0 8 b
0o -1 1 -1 0 g 0 -2 c
8 —16 16 —16 4 40 0 —32 d
0 0 0 -2 0 0 0 —4 €
0 2 =2 2 0 -5 0 4 f
4 -8 9 -9 2 42—1 0 —18 g
-4 8 -8 8 =2 =20 0 16 h
31
—4tq
3
) ) ) —21y
Sistemos bendrasis sprendinys yra : I E t; € C.
—2tq
13
14
Matome , kad dimker B = 4. Poerdvio bazée yra vektoriai
1 0 0
0 —4 0
0 1 0
Uil = 0 Ui = Uiz = 0 Urq4 =
-2 |’ 0 ’ 0|’
0 —2 0
0 0 1
0 0 0
ker B?
Lygéiy sistemos sprendimas B*X = 0
0 0 0 1 0 0 0 2 \'/a
-2 4 -4 4 -1 —-10 0 8 b
0o -1 1 -1 0 % 0 -2 c
8 —16 16 —16 4 40 0 -32 d
0 0 0 -2 0 0 0 —4 €
0 2 =2 2 0 -5 0 4 f
4 -8 9 -9 2 % 0 —18 g
-4 8 -8 8 =2 =20 0 16 h
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Sistemos bendrasis sprendinys yra : ,t; € C.

Matome , kad dimker B? = 7. Poerdvio bazé yra

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
U1 = 0 y U2 = 0 , U3 = 0 , U4 = L ’

-2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

U5 = 0 s U6 = 0 , U7 = 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

Rasime vektorius ,kurie poerdvio ker B baze ui1, u1, u13, w14 papildo iki po-
erdvio ker B? bazes.
Nagrinesime matrlcos( Uyl Uz Uiz Uy T Y 2 ) ,

¢ia x,y,z € {ugj, 7 =1,...,7}, ranga:



-2 00
0

0
0

0
0

0
0

0
0

o

-2 0 0 1
0

rank

— tiesiskai nepriklau-

oo O —H O O O o

s U24

SO —H O O O oo

» U23

O —H O OO oo o

Taigi vektoriai ugg

somi ker B atzvilgiu.

ker B?

Lygéiy sistemos sprendimas B>X = 0

o o O o o O
Il
o0 T3 — =
N e8]
(]
o o O o o O
jan) o)
— o 512
_5_24 _4_2_
— [N
_04 02_
Ne)
— D
4_1 ™ T o
_
< o [N 0
| — = | =
Ne)
—
4_1 QOA_uoo
_
(]
S O jan) ~




le
7
ls
t5
31
3
13
14

Matome, kad dimker B® = 8, taigi ker B> = V.

Rasime vektoriu, kuris poerdvio ker B? baze uiy, w12, U3, Uis, Uog, U3, Uzy Pa-
pildo iki visos erdveés bazeés.

Sistemos bendrasis sprendinys yra : ,t; € C.

1 0 0 0 0001
0O -4 0 0 1 000
0o 1 0 0 0100
0 0 -2 0010
rnkl 5 0 0 0 0000 |7
0 =20 0 0000
0O 0 1 0 0O0O0O0
0O 0 0 1 0000
1
0
0
Taigi vektorius ug; = 8 — tiesiskai nepriklausomas ker B? atzvilgiu.
0
0
0
Turime Jordano bazes sudarymo lentele:
V =ker B® | v, - baze poerdvio ker B? atzvilgiu
ker B? By, | v va - bazé poerdvio ker B atzvilgiu
ker B B?v, | Bvy | Bvs | v4 | - ker B bazeé




; Buy =

U1 = U3l =

OO OO O oo o

Vektoriai vy ir v3 turi papildyti sistema, sudarytos i§ poerdvio ker B kokios nors
bazes( sakykime uyy, u1z2, uys, u14) it vektoriaus Boy, iki poerdvio ker B* bazés. Na-
grinesime matrica | wyy Uy Uz Upg Uy Uz Uyg By ) ir rasime vektoriy
1§ U1, Ugg, Uss, Kuri pasalinus, matricos rangas lieka maksimalus, t.y. lygus 7.

1 0 0 0 000 0
0 —40 0 000 —2
O 1 0 0 010 0
0 0 -2 00 1 8
rankl 5 0 0 0 000 0 | =0
0 =20 0 000 0
0O 0 1 0 000 4
0 0 0 1 000 —4
0 0
0 0
1 0
. 0 1
Taigl vy = ugs = 0 , V3 = Ugq = 0
0 0
0 0
0 0

Turime



—3 —4 4
2 1 —1
Bror 302 By — 106 Buy = _126
—4 —2 2
16 9 —9
—16 —3 8

Surasime vy. Sis vektorius papildo tikriniy vektoriy poerdvio vektory sistema
B?vy, Bv,, Bvs iki bazés. Vektoriaus vy iekosime tarp poerdvio ker B baziniy vek-
toriy wyy, uyz, Ugs, Ugg.

0 0 1 0 0

-8 —4 4 0 0

2 1 -1 0 0

rank 302 106 _126 8 =4, todel vy = 8
-4 =2 2 0 0

6 9 -9 1 1

—-16 8 8 0 0

Matricos A Jordano matrica rastoje Jordano bazéje yra

OO OO OO
O OO OO O
jenBlen Bl an B an R e = R )
O OO~ =0 oo
O OO OO O
e - e R e R e R e R e
jen Bt en BN an B en B an BN e B e
= O O O O O O O

Matricos A Jordano bazeé:



1
0
0
0
0
0
0
0
0 0 0
-2 0 0
0 1 0
8 0 1
0 0 0
0 0 0
4 0 0
—4 0 0
0 0 1 0
—8 —4 4 0
2 1 —1 0
32 16 —16 0
0 0 —2 0
—4 —2 2 0
16 9 -9 1
—16 -8 8 0
Matricos Jordano forma..Pavyzdys.
5 1 —1 -1
) 15 -1 —1
Tegu duota matrica A = 11 3 —1
11 -1 3

Matricos charakteristinis polinomas: z*— 162> +962% — 256z + 256 = (x — 4)4 .

Matricos tikriné reikémeé yra viena A = 4.

Rasime matricos A Jordano forma, remdamiesi j— osios eilés Jordano bloky
skaiciaus formule

k]‘ = 28]‘ — Sj-l-l — S]‘_l,
¢ia s; = dimker (A — )J)i = n—rank(A — )J)i.
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Turime

rank(A — 41)° = 4, rank(A — 41)' =1, rank(A — 41)* = 0,
todel

S5o=4—4=0,81=4—-1=3,5,=4—-0=4,irs; =4,1 > 3.
Tada

ki =281 — 89 — 8¢9 = 2,
ko =289 — 83— 81 =1,
ks = 283 — 84 — 83 = 0,
k; = 0 su visais 1 > 4.

Gavome, kad matrica A turi du 1- osios eilés ir viena 2- osios eilés Jordano
blokus, atitinkancius tikrine reiksme 4.
Matricos A Jordano forma yra

O O
O O = O
O OO
= O O O

Operatoriaus matricos Frobeniuso-Zordano formos pavyzdys.
Tegu operatoriaus A : Rg —Rg matrica yra

0 £ 0 -0 0 0 0
2 =20 1 0 0 -1 —3

0 2 0 -10 0 % 0
1

A=|2 03 -10 0 -1 —
00 0 0 0 —5 0 0
00 0 0 4 -1 0 0

0 4 0 =30 11
00 6 0 0 0 -2 —1

Operatoriaus A charakteristinis polinomas yra lygus
xal(z)= 2%+ 427 +102% + 162° 4+ 192* + 1622 + 1022 + 42 + 1.
Sio polinomo kanoninis skaidinys virs realiyjy skaic¢iy kiino yra
xa(z) = (@ +e+1)"
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Charakteristinis polinomas yra neredukuojamo polinomo z? + x + 1 laipsnis,
todel visa vektorine erdve Rg yra primarusis poerdvis.
Operatoriaus A minimalusis polinomas f (x) yra charakteristinio polinomo

daliklis, todel
fla)=@*+z+1)",
cia 1 < s < 4. Rasime §i polinoma.

Norint rasti matricos A kanonine Frobeniuso-Zordano forma, nebutina ieskoti
Frobeniuso-Zordano bazeés. Pakanka suskaiciuoti sekoje

0 =ker f°(A) Cker f' (A) C -+ Cker f*(A) = ker f*1 (A)
esanciy poerdviy dimensijas:
s; = dimker f' (A) = n—rankf*(A),

1=1,2,...,5;n =28
ir pasinaudoti j— osios eilés Frobeniuso-Zordano bloky skai¢iaus k; formule:

25 — Sj1 — 81

k; = y ,
ciad=deg f(x) =
Maple pagalba turime
S = 0,
13 1
I =3 =5 3 0000
0 0 0 0O0O0O0O0
I R
2 _ - _
rank(A* + A+ I) =rank 00 0 0000 0|7 2
0 0 0 0O0O0O0O0
2 0 -6 1 00 10
0 0 0 0O0O0O0O0
ir sy = 8—rank(A?+ A+ 1) =8 —2 = 6;
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o O o o o
S O =l O
o O o o o
o O o o o
O RO O
Ml o
I B
—lea

— O NNOD O

000 00

0

-6 1 00 1 0
0

0

000 00

rank

rank(A? + A + [)2

000O0O0O0O0O0
000O0O0O0O0O0
000O0O0O0O0O0
000O0O0O0O0O0
000O0O0O0O0O0
000O0O0O0O0O0
000O0O0O0O0O0
000O0O0O0O0O0

rank

8—0=28.
= 8 su visais ¢ > 3. Tada

ir s, = 8—rank(A? + A + ])2 =

Taigi sg

0,51 =6,5, =28,5;

Operatoriaus A matricos Frobeniuso-Zordano formoje yra du pirmos ir vienas

antros eilés Frobeniuso-Zordano blokai:
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