1. TIESINIAI OPERATORIAL

Apibrezimas. Tiesinis atvaizdis A :'V — V vadinamas tiesiniu operatoriumi
vektorinéje erdveje V.
Tegu A, B,C - tiesiniai operatoriai erdvéje V. Tada teisingos lygybes:
A+B =B + A.
(A+B)+C = A+ (B+C).
J0:A+0=A.ClaO(v)=0¢cV.
VAT (-A): A+ (-A) = 0.
(AB)C = A(BC).
A(B+C)=AB + AC.
(A+B)C=AC+ BC.
I A=A, EA=A CiaE(v) =
(A A AA—I—MA
10 AMA+B)=XA+MB .
1. 1A= A.
12, (Ap) A=A (pA).
Operatoriai vektorinéje erdvéje V' sudaro algebrine struktura - algebrg .
Operatoriaus A natiralusis laipsnis apibréziamas induktyviai:
Al =A AT = (AYA,i1=1,2,3,....
Jeigu f(z) = apa™ 4+ -+ a1z + ao , tai f(A) = a, A"+ -+ a1 A+ a€ .
Pastebésime, kad A (f(A)) = f(A)(A) = a, A" + a4, i A" -+ a1 A2 + oA .

Apibrézimas. Komutatyvi grupé G vadinama moduliv virs Ziedo A ( arba

R N A

tiesiog - A - moduliu), jeigu apibréita sandauga g - a , ¢ia g € G,a € A ir
ispildytos sqlygos:

gt aea=g- -atg

2) g-(a1+az)=g-ar+g-a;

3) (9192) - a = g1 (92 - a);

4) 1g - a = a.

Vektoriné erdve V' | kurioje apibréztas operatorius A, tampa & [2] moduliu :

Jeigu f € k[z], tai fo:= f(A)(v)ir

D (b= (7 +9)(A) = (/A + (Ao = F (Ao + (Ao = F(o) +

g9(v).
2) flon+v)=f(A) (i +v2) =fF(A) v+ f(A) vy = for + fo,.

f(?))) (fg)v = (fg) (A)v = (f(A)g(A)v = f(A )(9( Jv) = f(A)(gv) =
g)v.



Koks tiesinio operatoriaus A4 : V' — V matricos paprasciausias pavidalas?
Dabar baziy parinkimo laisve nera tokia didelé kaip tiesinio atvaizdzio atveju:
vektorinéje erdveje tenka rinktis viena baze. Norint surasti ta vektorines erdvés
baze, kurioje tiesinio operatoriaus matrica turi paprasciausia pavidala, teks na-
grineti ypatingus V' poerdvius.Pastebésime, kad visos operatoriaus A matrica
turi pavidala C~tAC, ¢ia A— operatoriaus A matrica kurioje nors bazéje, o C'—
neissigimusi keitimo matrica, todél visy Siy matricy charakteristiniai polinomai
yra lygis. Sis polinomas vadinamas operatoriaus A charakteristiniu polinomu.

1.1. Invariantiniai poerdviai.

Apibrezimas. Tegu A:V — V - tiesinis operatorius. Perdvis U C 'V vadinamas
invariantiniu poerdviu, jeigu Au € U su visais u € U.

Tegu uy, ..., u,,— invariantinio poerdvio U bazé. Papildykime siuos tiesiskai
nepriklausomus vektorius iki visos vektorines erdves V' bazes: wy, ..., U, Vma1s ooy Up.
Tada operatoriaus A vaizdai Sioje bazéje yra

A(ur) = apiug + - + @it

A(um) = dppty + ot A Uy
A (Um—l—l) = al,m—l—lul —I' te ‘I’ am,m—l—lum —I' am—l—l,m—l—lvm—l—l —I' te —I' an,m—l—lvn

A(Un) = ad1U1 + -t Apptiy + Um4+1,nVm+1 + -+ UpnUn,

t,y.
A (U1 ooy Uy Vg1 vy V) =
aip 0 dim a1 m+1 T A1n
a 1 o .. a a 1 o .. a
(U ey Uiy Vi1 ooy V) m mm ™yt mn =
0 Tt 0 am—l—l,m—l—l Tt am—l—l,n
0 --- 0 Apmil 00 O
(A B
L0 Ay )7

¢ia A;— operatoriaus A matrica invariantiniame poerdvyje U ( vadiname op-
eratoriaus A siauriniu invariantiniame poerdvyje U ir zymime Ay ):

Al (U1 ooy ) = (Ut oeey Upy) Ax.

Turime

A(Vmi1) = Gt 1m410mt1 + -+ Gnmy10, (mod U)



A(v,) = g1 nVms1 + -+ + v, (mod U)

todel A, yra operatoriaus A V/U — V/U matrica( operatorius A vadina-
mas indukuotu faktorerdvéje operatoriumi). Sis operatorius apibréziamas formule
Ji(ﬁ) = A(v), t.y. .i(v + U) = A(v)+U. Apibrézimas yra korektiskas, nes jeigu
v1 = vy (modU), tuy. v1—vg € U, tal A(vy —vg) € Uir A(v1) = A(vz) (mod U).

Teorema. Tegu A - operatorius vektorinéje erdvéje V, o U— invariantinis
V' poerdvis. Tada charakteristinis operatoriaus A polinomas x4 (t) = x4, (1)

Xz (1)

[rodymas. ya(t) = det (t], — A) = det ( HT”O_ A t[n—mB_ A, ) =
= det (t1,, — Ay) - det (11—, — A3) = x4, (1) - X % (t).
Irodyta.
Operatoriaus A matrica supaprastéja, jeigu vektoriné erdvé V yra invari-
antiniy poerdviy tiesiogineé suma: V = U; & --- @ Up. Apjunge invariantiniy
poerdviy U; bazes, turétume V baze. Operatoriaus A matrica Sioje bazéje yra
A, - O

A= ... -~ ... |, c¢a Ay, ..., Ay yra operatoriaus A siauriniy invariantiniu-
O .. A,

ose poerdviuose Uy, ..., U, matricos.

Norint supaprastinti operatoriaus matrica stengsimes, kiek tai imanoma, vek-
torine erdve skaidyti invariantiniy poerdviy tiesiogine suma.

Dabar pateiksime pirmuosius invariantiniy poerdviy pavyzdzius.

Teorema. Tegu A - operatorius vektorinéje erdvéje V' virs kuno k , o polino-
mas f(x) € k|[x]. Poerdviai ker f (A) ir im f (A) yra invarintiniai V' poerdviai.

[rodymas. Tegu v € ker f(A), t.y. f(A)(v) = 0. Tada f(A)(A(v)) =
A(f(A)(v))=A(0)=0ir A(v) € ker A. Gavome, kad ker f (A) yra invarianti-
nis V' poerdvis.

Teguv € imf(A),t.y. v=f(A)(u),¢lau € V. Tada A(v) = A(f(A) (u)) =
FlA) (A(u), ty. A(v) € imf(A). Gavome, kad imf (A) yra invariantinis V/
poerdvis.

Irodyta.

1.2. Cilkinis poerdvis ir minimalusis anuliatorius.

Dabar sukonstruosime paprasciausia invariantini V' poerdvi.



Tegu v € V. Vektoriy v, A(v), A*(v),... sekoje parinkime tiesiskai neprik-

lausoma vektoriy sistema v, A (v), A% (v),..., A¥~! (v) taip, kad vektoriy sistema
v, A(v), A% (v), ..., A¥" 1 (v), A% (v) jau biity tiesiskai priklausoma. Tada
Af (v) = —agv — a1 A (v) — @ A% (v) — -+ — ap_1 A¥ L (v),

arba f(A)(v) =0, ¢ia f(t) = tF + a1 " 1+ apot* 2+ -+ ayt? + art + ao.

Vektoriy v, A (v), A% (v), ..., A"~ (v) tiesinis apvalkalas

P = {v, Aw), A% (v), ..., A1 (v)} yra invariantinis V' poerdvis. Jeigu v € P,
tai v = bov + by A(v) + -+ + bi_1 AF1 (v) it A(v) = boA(v) + b A* (v) + -+ +
bk_QAk_l (U) + bk_l.Ak (U) =

= boA(v) + by A% (v) + - + b A (v) +

+br_1 (—aov — a1 A(v) —azA? (v) — -+ — ap_  AFY (U)) € P.

Bet kuris invariantinis V' poerdvis poerdvis U, kuriame yra vektorius v, turi
taip pat ir vektorius A (v), A2 (v),..., A" (v), t.y. U D P. Gavome, kad P yra
maziausias invariantinis poerdvis, turintis vektoriy v.

Apibrezimas. MaZiausias invariantinis poerdvis turintis vektoriy v vadina-
mas cikliniv poerdviu, generuvojamu vektoriumi v, ir Zymimas (v) .

Apibrézimas. Polinomas ¢ (1) vadinamas vektoriaus v anuliatoriumi, jeigu
9(A) (0) = 0.

Polinomas f () yra maziausio laipsnio ir vienintélis §io laipsnio unitarusis vek-

toriaus v anuliatorius. Tikrai, jeigu ¢y + ¢1t + --- + cp_1t*~! yra vektoriaus v
anuliatorius, tai cov + c1 A (v) + -+ + ex_ 1 A*71 (v) = 0. Tai teisinga tik tada, kai
co=c = =cpq =0 nes v,A(v), A% (v),..., A"1 (v) — tiesiskai nepriklau-

soma sistema.
Apibrezimas. MazZiausio laipsnio vektoriaus v anuliatorius vadinamas vek-
toriaus v minimalivoju anuliatoriums.

Teorema. Vektoriaus v bet kuris anuliatorius dalijasi i$ vektoriaus v mini-
malaus anuliatoriaus.

[rodymas. Tegu ¢ (t) — vektoriaus v anuliatorius, o f (¢) — minimalisis vek-
toriaus v anuliatorius. Padalykime polinoma ¢ (¢) i§ polinomo f(¢) su liekana:
9(t) = (0) (1) 47 (1), ciader (1) < de f (1) Tada g (A) = g (A) f (A) 47 (A)
irg(A)(v)=q(A)(f(A)(v))+r(A)(v)=r(A)(v)=0.Bet f(¢) — minimalaus
laipsnio vektoriaus v anuliatorius, todél r (¢) = 0.

Irodyta.



1.3. Operatoriaus matrica cikliniame poerdvyje ir jos charakteristinis
polinomas.

Tegu A : V. — V - operatorius vektorinéje erdvéje, o P = (v) — ciklinis po-
erdvis, generuojamas vektoriumi v, kurio minimalusis anuliatorius yra polinomas
f) = "+ ap_1t" "+ - + a1t + ag. Viena i§ poerdvio P baziy - tai vektoriy

v, A(v), A? (v), ..., A" (v) sistema. Sios sistemos vaizdai operatoriaus atzvilgiu
yra
A(v) = A(v)
A(A(v)) = A (v)
A (A2 (v)) = AR ()
A(AL (0)) = —ap— a1 A(v)— aA*(v)— -+ —ap1 A (v)
ir operatoriaus A matrica Sioje bazéje yra
0 0 -+ 0 —ag
1 0 tee 0 —daq
A= o 1 --- 0 —ay
0 0 -+ 1 —ap

Apibrézimas. Matrica A vadinama polinomo f (1) lydinéigja matrica.

Teiginys. Operatorius A charakteristinis polinomas cikliniame poerdvyje (v)
yra lygus vektoriaus v minimaligjam anuliatoriui: x 4, (1) = f(t).

[rodymas. Operatorius A charakteristinis polinomas cikliniame poerdvyje (v)

yra lygus

t 0 tee 0 (273}
1 ¢t - 0 a
XAl (t)y=det] 0 -1 --- 0 sy
0o 0 - =1 t4ar
Prie determinanto pirmosiosios eilutés pridekime antraja, padauginta 18 t,
treciaja, padauginta i§ ¢, ..., paskutiniaja, padauginta i§ t*~'. Gausime
o 0 - 0 f)
1 t - 0 a
XAl (t)y=det|] 0 -1 --- 0 sy =
0 0 —1 t+apy



1 ¢t - 0

0 -1 - 0

(=1 f (1) det = ()" (=) r ) = ).

o 0o - —1

Lygybéje = determinanta skleidziame paskutiniuoju stulpeliu.

Irodyta.

Isvada. Operatoriaus A charakteristinis polinomas 4 (¢) visoje vektorinéje
erdvéje V' dalijasi i kiekvieno vektoriaus minimaliojo anuliatoriaus, t.y. $is polino-
mas yra kiekvieno vektoriaus anuliatorius ir todél operatorius x4 (A) yra nulinis
operatorius erdvéje V @ v (A) = O. Sis faktas dar vadinamas Cayley- Hamil-
ton’o teorema. Sios teoremos matricinis pavidalas yra toks: kickviena kvadratiné
matrica yra savo charakteristinio polinomo saknimi: x4 (A) = 0.

1.4. Operatoriaus minimalusis polinomas ir primarusis poerdvis.

Tegu A :V — V - operatorius erdvéje V, vektoriai vy, ..., v,— vektorinés erdveés
V baze, o fi(t),..., fn(t) - siy vektoriy minimalieji anuliatoriai. Tegu polinomas
f(t) yra polinomy fi(t),..., f, (t) maziausias bendras kartotinis:

70 =MBK(fy (1) fo (1)

Operatorius f (A) = O, nes

F LAY (@101 + o) = arf (A) (00) -+ + af (A) (0) = 0,

Cla a;vy + - - - ay,v,— bet kuris V' vektorius.

Polinomas f(¢) yra maziausio laipsnio polinomas, pasizymintis sia savybe:
tal patikriname, taikydami dalumo su liekana teorema polinomams ir maziausio
bendro kartotinio apibrézimo.

Apibrézimas. Polinomas f (t) vadinamas minimalivoju operatoriaus A poli-
nomau.

Minimalyji operatoriaus polinoma galime gauti ir kitaip. Tegu vektorine erdve
V yra lygi savo poerdviy Uy, ..., Uy sumai( nebutinai tiesioginei): V = U; +--- +
Ug. Tada operatoriaus 4 minimalusis polinomas yra lygus maziausiam bendram
minimaliyjy operatoriaus A polinomuy poerdviuose Uy, ..., Uy, dalikliui:

Fa (1) =BMK(fa, (1) -wes faw, (1)) -

Is Cayley-Hamiltono teoremos Zinome, kad operatoriaus A charakterstinis poli-
nomas Y (t) yra operatoriaus A anuliatorius: ya (A) = O. Todél minimalusis
operatoriaus A polinomas yra charaktristinio polinomo daliklis.

Prisiminkime, kad minimalusis operatoriaus polinomas ciklinéje vektorinéje
erdveje sutampa su charakteristiniu polinomu. Tokio operatoriaus matrica yra



Frobeniuso matrica. Mes parodysime, kaip vektorine erdve suskaidyti cikliniy
poerdviy tiesiogine suma.

Apibrezimas. Vektoriné erdvé V' virs kuno k su operatoriumi A vadinama
primarigja, jeigu minimalusis operatoriaus A polinomas Sioje erdvéje yra nere-
dukuojamo virs k polinomo laipsnis.

Vektorine erdve V' galime suskaidyti primariyjy invariantiniy poerdviy tiesiogine
suma.

Teorema. Tegu f(t)— operatoriaus A minimalusis polinomas vektorinéje
erdvéje Voir f (1) = pi™ (t)---p™* (1) — polinomo f (1) kanonins skaidinys. Tada
vektroriné erdvé V' yra primariyjy invariantiniy poerdviy Py = kerpi" (A), ...,
Py = ker pi"* (A) tiesioginé suma: V = Py & --- & Py. Operatoriaus A minimalus
plonomai poerdvivose Py, ..., Py yra lygus atitinkamai pi™ (1), ...,p " (t).

Be irodymo.

Teorema. Primarioji vektorine erdve yra lygi cikliniy primariyjy poerdviy
tiesioginetr sumai.

Paaiskinsime kaip toki skaidini gauti.

Tegu V - primarioji erdvé operatoriaus A : V — V atzvilgiu ir p™ (¢) —
minimalusis operatoriaus polinomas erdvéje V| ¢ia p(t) — neredukuojamas s—
ojo laipsnio polinomas. Tegu vy, vy, ...,v,— V bazé ir p™ (¢),p" (1), ....,p"" (1) —
minimalus $iy baziniy vektoriy anuliatoriai.

Zinome, kad p™ (1) = MBK(p™ (t),p™ (t),...,p"™ (1)) , todél egzistuoja toks
bazinis vektorius, kurio minimalusis anuliatorius sutampa su minimaliuoju op-
eratoriaus A polinomu, sakykim tai vektorius vy : p™! (t) = p™ (¢) ir my = m.
Papildykime ciklinio primariojo poerdvio, generuota vektoriumi vy :

(v1) = [v1, A(vy), A% (v1) oy A5 (0))]

baze iki visos erdves bazés: vy, A(vy), A% (vy), ..., A5 (vy) vl ... 0! taip,

kad
V= {(v)) & [v],,, .., vl].

Poerdvis Vi = [v!, . ...,v!] - vél primarusis ir tesdami tai ka atlikome vektorinei
erdvei V' gausime erdvés V; ciklini primaryji poerdvi (v5) . Randame §io poerdvio
tiesiogini papildini V5 : Vi = (v}) & V4. Taip tesdami gausime visos vektorineés
erdvés V' skaidini primariyjy cikliniy poerdviy tiesiogine suma.

Teorema. Ciklinés primariosios vektorinés erdvés V' su operatoriumi A ir
charkteristiniu polinomu p™ (t) invariantiniai poerdviai yra AV, A*V, ..., A"V,
kurie sudaro mazéjancig etlute:



VOAV DAV O - DA™V D A"V =0

Taigi, ciklinéje primarioje vektorineje erdvéje jau néra tiesioginiy invariantiniy
démenuy, t.y. sios vektorines erdves jau negalima sukaidyti invariantiniy poerdviy
tiesiogine suma.



