1. OPERATORIAUS KANONINES MATRICOS IR BAZES.

Tegu A - operatorius vektorinéje erdvéje V. Operatoriaus A charakteristinio poli-
nomo x4 (¢) kanininis skaidinys yra

xa(t)=pit(t)---pi (1), 0 operatoriaus A minimaliojo polinomo f () kanon-
inis skaidinys yra f(¢) = p{" (¢)---pl* (1) , ¢la 1 < m; < n; su visais 1 = 1, ..., k.
Zinome, kad vektoriné erdve V yra primariyju poerdviy tiesioginé suma:

V =kerp{"™ (A) & - @ kerpl (A).

Operatoriaus A4 matrica §iy primariyjy poerdviy baziy sajungoje yra

A - O
A= ... - ... ],
O - A,
¢ia A;— operatoriaus A matrica poerdvyje ker pi** (A) su visais ¢ = 1, ..., k.

Kiekvienas primarusis poerdvis ker pi™ (A) yra cikliniy primariyjy poerdviy

tiesiogine suma:

ker pi* (A) = (vi1) @ - - @ (vig,)

¢ia vy, ..., Vip,— generuojantys ciklinius poerdvius vektoriai su visais 1.
Tegu operatoriaus A minimalusis polinomas poerdvyje (v;;) yra p;"” (t) su
g P P P ¥J ij) Yra p;
visais J = 1, ..., k;. Turime, kad m; = max (mi1, ..., mqg,) it n; = mgg + -+ + Mg, .

Operatoriaus A matrica cikliniame poerdvyje (v;;) yra polinomo p;"” (¢) ly-

dinc¢ioji matrica Fj; (Frobeniuso matrica). Tada operatoriaus A matrica visame

primariajame poerdvyje yra

o visoje vektorinéje erdveje V' yra



Fol---]0

O . Fsks

Sia matricos forma vadina normaline Frobeniuso forma. Sios formos pagrin-
diniai blokai - tai operatoriaus charakteristinio polinomo kaniniame skaidinyje
esanéiy neredukuojamuy polinomy laipsniy p;"” (¢) lydin¢iosios matricos. Paro-
dysime, kaip parinkti cikliniame poerdvyje (v;;) baze, kad operatoriaus matricos
pagrindiniais blokais biity pa¢io neredukuojamo p; (1) lydin¢ioji matrica. Si ma-
tricos forma labiau atspindés ciklinio poerdvio (v;;) struktura.

Tegu operatoriaus A minimalusis ( o taip pat ir charakteristinis) polinomas
cikliniame poerdvyje (v;;) yra p. " (¢) ir deg p; (t) = s;. Kalbame apie tokia ciklinio
poerdvio (v;;) baze:

Uy = vy, Uy = .AUZ']‘, vy Uy, = As,‘—lviﬁ
Usi+1 = Pi (“4) Vig, Usi+2 = Ap: (“4) Uijsyeeny Us; = Asi_lpi (“4) Uigs
U2si+1 = p? (“4) Uiy, U2s;42 = .Ap? (“4) Uijyeeny U3s; = Asi_lpz? (“4) Vigs

u(mi]—1)~5i+1 =p; ! (“’4) Vijyenny um,‘]~5,‘ = A ¢ lpi J (A) Vjj.
Jeigu polinomas p; (t) = t% + a;, 11571 + - -+ + ay, tai

A(Us;) = Ugip1 — Qsj—1Us; — Gsymnlgi—1 — *+* — Aol1,
A(Uzsi) = Us;41 — Us;—1U25;, — U5, —2U25,—1 — **° — QolUs, 41,
A (um”~s,‘) - _as,‘—lumij~s,' - asi—Qum,‘J~s,'—1 — aOU(m,‘J—l)sl‘—I—la

ir A (u;) = u;41 su visais ¢, nesidalijanciais is s;.
Sioje bazéje operatoriaus matrica cikliniame poerdvyje (v;;) yra



¢ia - polinomo p; (t) lydin¢ioji matrica( Frobeniuso matrica).

Operatoriaus A4 matrica visoje erdvéje V taip parinkty baziy sajungoje yra

F - O
A=1 ... . ...
O ... F,
Sis operatoriaus matricos pavidalas vadinamas Frobeniuso -Jordano forma.
1.1. Operatoriaus matricos Frobeniuso ir Frobeniuso-Jordano formy ir
baziy pavyzdys.

Tegu operatoriaus A : Rg —Rg matrica yra

0 £ 0 -0 0 0 0
2 =20 1 0 0 -1 —3

0 2 0 -10 0 % 0
1

A=|2 03 -10 0 -1 —
00 0 0 0 —5 0 0
00 0 0 4 -1 0 0

0 4 0 =30 11
00 6 0 0 0 -2 —1




Operatoriaus A charakteristinis polinomas yra lygus
xal(z)= 2%+ 427 +102% + 162° 4+ 192* + 1622 + 1022 + 42 + 1.
Sio polinomo kanoninis skaidinys virs realiyju skai¢iy kiino yra
xa(z)= (a2 +a+1)"

Charakteristinis polinomas yra neredukuojamo polinomo z? + x + 1 laipsnis,
todel visa vektorine erdve Rg yra primarusis poerdvis.
Operatoriaus A minimalusis polinomas f (x) yra charakteristinio polinomo

daliklis, todel
fla)=@*+z+1)",

cia 1 < s < 4. Rasime §i polinoma.

Aritmetineje erdvéje Rg isrinkime standartine baze e, es, ..., € ir nagrinékime
operatoriaus A ir jo laipsniy vaizdus $ioje bazéje.
1
0
0
. : 0 .o
Bazinio vektoriaus e; = 0 vaizdai:
0
0
0
1 0 % 0 —% 0 0 0 0 1 0
0 2 =20 1 0 0 -1 —% 0 2
0 0 % 0 -1 0 0 % 0 0 0
A of 2 0 3 -10 0 -1 -2 01 |2
ol [0 0 0 0 O —i 0 0 ol |0
0 0o 00 0 4 -1 0 0 0 0
0 0 4 0 =3 0 1 % 0 0
0 0o 06 0 0 0 -2 —1 0 0




1 0 L 0o -0 0 0 0 1 0
0 2 20 1 0 0 -1 -} 0 —2
0 0 2 o0 -10 0 L o0 0 2
elof_ 2z 03 -10 0 -1 - 0| | -2
o[~f0o 0o 0o 0 0o -2 0 o o[~ o
0 00 0 0 4 -1 0 0 0 0
0 0 4 0-30 0 1 1 0 2
0 00 6 0 0 0 —2 —1 0 0
1 0L 0o -0 0 0 0\/1 0
0 2 20 1 0 0 -1 -} 0 0
0 0 2 o0 -10 0 L o0 0 0
elof_l2z 03 -10 0 -1 - 0| |2
o[~f0o 0o 0o 0 0o -2 0 o o[~ o
0 00 0 0 4 -1 0 0 0 0
0 0 4 0-30 0 1 1 0 0
0 00 6 0 0 0 —2 —1 0 0
1 0L 0o -0 0 0 o0\'/1 ~1
0 2 20 1 0 0 -1 -} 0 2
0 0 2 o0 -10 0 L o0 0 —2
wlof_ 2z 03 -10 0 -1 - 0| | -2
0 00 0 0 0 - 0 0 0 0
0 00 0 0 4 -1 0 0 0 0
0 0 4 0-30 0 1 1 0 —6
0 00 6 0 0 0 —2 —1 0 0

Vektoriy sistema ey, Aey, A%ey, A’ey, Ate; - tiesiskai priklausoma:
€1+ 2Ae; 4+ 3A%¢; + 24%, + A'e; = (0,0,0,0,0,0,0,0)" .
Vektoriaus e; minimalusis anuliatorius yra f., () = x4+ 203 + 322 + 20 + 1.

Vektoriaus e, ciklinis poerdvis {e;) yra tiesinis apvalkalas [e;, Aey, A%ey, A%¢].
Operatorius A matrica Siame cikliniame poerdvyje yra polinomo f., (2) ly-

0 00 -1
dinc¢ioji matrica( Frobeniusio matrica): (1) (1) 8 :§
0 01 =2



Vektorius e5 = yra vienas i§ ciklinio poerdvio (e1) tiesioginio papildinio

OO OO o oo

bazes vektoriy. Jo vaizdai yra:

0 0 L 0o -Lo 0o o0 o 0 0

0 2 20 1 0 0 -1 -21]o 0

0 0+ 0o -10 0 L o 0 0
dloj_f2z 03 -100 -1 —4fjof_]o

170 00 0 0 -t 0 o 170

0 00 0 0 4 -1 0 0 0 4

0 0 4 0 =3 0 1L 0 0

0 00 6 0 0 0 —2 —1/\0 0

0 0L 0o -Lo o 0 0\ /0 0

0 2 20 1 0 0 -1 -1 0 0

0 0 ¢ 0o -10 0 L o 0 0
elof_l2z 03 -10 0 -1 -4 0| _| o

1 00 0 0 0% 0 0 1 -1

0 00 0 0 4 -1 0 0 0 —4

0 04 0 -30 0 1 ! 0 0

0 00 6 0 0 0 —2 —1 0 0

Vektoriy sistema es, Aes, A%es - tiesiskai priklausoma:
es 4+ Aes + A%es = (0,0,0,0,0,0,0)" .

Vektoriaus e5 minimalusis anuliatorius f, () = 2 + z + 1.
Vektoriaus es ciklinis poerdvis (es) yra tiesinis apvalkalas [es, Aes] .



Operatorius A matrica Siame cikliniame poerdvyje yra polinomo f., (x) ly-

dinc¢ioji matrica( Frobeniusio matrica): (1 :1 )
0
0
0
Vektorius eg = 8 yra vienas i§ poerdvio (e;) & (es) tiesioginio papildinio
1
0
0
bazes vektoriy. Jo vaizdai yra
0L 0o -L0 0 0 0Y\/0 0
2 =20 1 0 0 -1 —3 0 0
0+ 0 -100 Lt oo 0
2 0 3 -1 0 0 -1 -1 0 0
A=19 0 0 0 0 -1 o o ||o]|T]| -2
0o 0 0 0 4 -1 0 0 1 —1
0 4 0 -3 0 1 % 0 0
0o 0 6 0 0 0 -2 -1 0 0
0L 0o -0 0 0 0\/0 0
2 =20 1 0 0 -1 —3 0 0
00t 0 -100 L o 0 0
, 203 100 1 2 o| | o
=149 0 0 0 0 1o 0 0o~ 1
00 0 0 4 -1 0 0 1 0
04 0-30 0 1 1 0 0
00 6 0 0 0 -2 —1 0 0

Vektoriy eg, Aeg, A%eg yra tiesiskai priklausoma:
€6 + Aeg + A2eg = (0,0,0,0,0,0,0,0)" .

Vektoriaus eg minimalusis anuliatorius fe, () = 2 + z + 1.
Operatorius A matrica Siame cikliniame poerdvyje yra polinomo f., (2) ly-
—1

dinc¢ioji matrica( Frobeniusio matrica): ( 1 1



Gavome, kad visa vektoriné erdve Rg yra primariyju cikliniy poerdviy tiesio-
giné suma: Rg = (e1) & (eq) B (es)

Operatoriaus A4 minimalusis polinomas yra polinomuy
fo(@)=a'+22°+ 32> + 20+ 1, fo, (v) = fe, (x) =2 + 2+ 1

maZiausias bendras kartotinis. Bet a* + 22° 4+ 32% + 22 + 1 = (2 + v + 1)2 ,
todél MBK(fe,, fes, feo) = 2 +22° + 322 + 22 + 1 = (2® + 2 + 1)2 - operatoriaus
A minimalusis polinomas. Taigi, erdvé Rg— primarioji.

Operatoriaus A matrica bazéje ey, Aey, A%ey, A’ey, eq, Aey, €6, Aeg yra

000 —-10 0 0 O
100 -2 0 0 0 O
010 -30 0 0 O
001 -20 0 0 0
000 0 0 —-10 0
000 0 1 -10 0
o0 0 0 0 0 0 -1
o000 0 0 0 1 -1

Tai operatoriaus A matricos Frobeniuso forma.
. . . . . 2 .
Operatoriaus A minimalusis polinomas yra (z? + z + 1) = p? (z) .Operatoriaus
A matricos Frobeniuso-Jordano forma - tai operatoriaus matrica bazéje

U, Uz, U3, Ug, Us, Ug, U7, Ug !
up = ey, uy = Aey,
us =p(A)e; = (A*+ A+ Deus = Ap(A)ey = (A2 + A2 + A) ey,
us = e4,us = Aey,
ur = eg, ug = Aeg.

Operatoriaus A matrica Sioje bazéje yra

0O -10 0 0 0 0 O
1 -1 0 0 0 0 0 0
0o 1 0 -10 0 0 0
0o 01 -10 0 0 0
o 0 0 0 0 -1 0 0
o 0 0 0 1 -1 0 0
o 0o 0 0 0 0 0 -1
o 0o 0 0 0 0 1 -1



1.2. Projektavimo operatoriaus Frobeniuso-Jordano matrica.

Tegu vektoriné erdvé V' virs bet kurio kuno k& yra savo poerdviy tiesioginé suma:
V =U&W, t.y. visi vektoriai v € V' vienareiksmiskai reiskiami vektoriy v € U ir
w € W suma: v = u + w. Funkcija P : V — V, apibrézta formule P (v) = u yra
tiesinis atvaizdis, vadinamas V' projektavimo operatoriumi i poerdvi U.

Turime, kad P (w) = P (04 w) = 0 su visais w € W. Taigi, minimalusis
operatoriaus P polinomas poerdvyje W yra fw () = «. Turime ker P = W—
primarusis poerdvis, kuris lygus cikliniy primariyju poerdviuy tiesioginei sumai:
W = (wy) & - & (wy), &ia wy, ..., wy— poerdvio W bazé . Todél operatopiaus P
charakteristinis polinomas poerdvyje W yra yp,, (z) = ¥, ¢ia k = dim W

Su visais w € U , P(u) = P(u+0) = u. Taigi, minimalusis operatoriaus P
polinomas poerdvyje U yra fy (x) = « — 1. Turime ker (P — ) = U— primarusis
poerdvis, kuris lygus cikliniy primariyjy poerdviy tiesioginei sumai: U = (u;) &
B (), Cla Ug, ..., Uy, — poerdvio U baze .Todél operatopiaus P charakteristinis
polinomas poerdvyje U yra yp, () = (x — 1), ¢ia m = dim U.

Operatoriaus P minimalusis polinomas visoje erdvéje V yra f(x) =« (¢ — 1) :
(P2 —P)(v) = 0 su visais v € V, t.y. P* = P . Taigi, operatorius P yra
idempotentinis operatorius.

Operatoriaus P charakteristinis polinomas visoje erdvéje V yra yp(z) =
f(z —1)".

Taigi, projektavimo operatoriaus P matrica ( Frobeniuso-Jordano matrica)
bazeje uy, ..., Uy, W1, ..., wy yra lygi

O Ok )’

1 0 0
1 0 0
cla Lyum = m cee ee. el ... ... | — vienetine matrica,
0 0 10
0 0 0 1
0 --- 0
0 Opxr = k ... "<, ... | — nuliné matrica.
0 --- 0
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