9 paskaita
Kvadratinés formos.

Apibrézimas. Tegu K - kunas, o Klz] - polinomy Ziedas virs kuno K.
Zinome, kad sis polinomy Ziedas yra komutatyvus, asociatyvus Ziedas su vienetu.
Sio Ziedo pagrindu galima sukonstruoti polinomy Ziedg K[z][y] = K[z, y] virs
K[z]. Tai polinomy su dviem kintamaisiais x ir y Ziedas virs kuno K. PanaSiai
konstruojant galima apibrézti polinomy su n kintamyjy 1, ...x, Ziedg K[xy, ..., 2,].

Apibrézimas. Polinomas f (11,29, ...,2,) € K [21, 22, ..., ¥,] vadinamas kvadra-
tine forma, jeigu
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f (xlv Loy.nny xn) — allxl —I' A1221T2 —I' e —I' alnxlwn‘l’
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kai U5 = Aji .

an @12 -t din
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Matrica A = " | vadinama kvadratinés formos f matrica.
Ap1 Gp2 " Opp
Si matrica yra simetriné: AT = A.
L1
. T2 . . . ] v .
Jeigu X = , tai kvadratine forma f galima reiksti taip: f = XTAX .
Ly

Apibrezimas. Tequ turime du kintamuyjy rinkinius: T1, g, ..., Tp 07 Y1, Y25 +evy Yn
Antrasis kintamyjy rinkinys vadinamas pirmojo tiesiniu keitiniu, jeigu x; =

Ciy1 + Cioyo 4+ -+ Cinyn Su visais 1 =1,2,...,n .
T €11 €12 - Cin A1
. T2 €21 €G22 - G2 2
Turime, kad X = = " Y =CY .
T Cn1 Cp2 - Cpp UYn

Matrica C vadinama kintamyjy keitimo matrica.

Atlikus minéta kintamuyjuy keitinj kvadratineje formoje f, turesime kvadratine
forma g¢:



9 (W1, Y2,y Yn) = (CY)T ACY)=YT (CTAC) Y, cia (CTAC) - vél simetriné
matrica:

(cTac)’ = cTat (c7)' = cTaTc = ctaC .

Apibrezimas. Keitinys, kurio keitimo matrica yra neissigimusi, vadinamas
neisstgImusii.

Teorema 6. Su kiekviena kvadratine forma egzistuoja neissigimes toks keitinys,
kad naujoji kvadratiné forma yra lygi

ayr + ey + -+ Gyl

Sis kvadratines formos pavidalas vadinamas kanoniu pavidalu.
Pastaba. Nuo siol kalbésime tik apie realiaja kvadratine .

Lema. Neissigimusiu kintamyjy keitiniu nenuline kvadrating formg galima su-
vesti prie kvadratinés formos, kurios koeficientas prie pirmojo neZinomojo kvadrato
nelygus nuliui.

Irodymas. Tegu f (21, 22,...,2,) = Y a;jv;x;. Nagrinésime kelis atvejus.
ij=1
1 atvejis. Kai ay; # 0, tai nieko i)rodilileti nereikia.
2 atvejis. Kai egzistuoja toks ¢ (¢ # 1) , kad a;; # 0 , tai atlikus keitinj
1 = Yi
L2 Yz
L3 = Ys

Ty = Yn
gausime kvadratine, kurios koeficientas b1 # 0.
3 atvejis. Kai a; = 0 su visais ¢, tai ds,¢ , kad as # 0. Pakeite indeksacija,
galime pasiekti tai, kad a3 # 0. Atlikime kintamuyjy keitini:



1 0 0 0
1 1 0 0
X = 0 0 1 0 v
o 0 0 - 1
Tada naujos kvadratinés formos matrica bus
1 1 a1 a12 1 0
0 1 O a1 a2 B 1 1 O
O E BT C O E
ain + a1 G2 + g . 10 0
= 21 22 I 1 =
* * O E
a1y + a1 + a2 + a1 *
* x ]
ir todel a1y + a21 + a99 + a1 — 2@12 7£ 0.
Irodyta.
Teoremos 6 irodymas. Tegu f(z1,22,...,7,) = Y ajax; . Irodysime

ij=1
indukcijos pagal n bubu. Galimi keli atvejai. '
1 atvejis. Jeigu f (21, 29,...,2,) = 0, tai irodinéti nieko nereikia.
2 atvejis. Jeigu f (w1, 22, ..., x,) # 0, tai pagal lemg kvadratine forma f galima
suvesti prie kvadratines formos
9 (Y1, Y25, Yn) = biryf + 2b1aviys + -+ 2005190 + b (Y2, oY) =

2 2
Atlieke keitinj

Yr== 51122 buzn
Y2 = 22
Yn = Zn

gauname kvadratine forma
*

=bi12} + hy (22,00, 20) =

Pagal indukcijos prielaida kvadratinei formai hy (22, ..., z,) egzistuoja toks kei-
Z9 tg
tinys | -+ | =D - |, kad hy (22, ..., 20) = c2t5 + - + cut?.
Zn 2



1 1 O tl
Tada atlieke keitini | --- | = -+ |, gausime
i1 3 ; O D t

= bllt% + Cgtg + -4 Cnt721 = Clt% + Cgt% + -4 Cnt7217 Cla Cc1p = bll-
Irodyta.

Pavyzdys. Kvadratinés formos f (1, 22,23, 24) = 2223 kanoninés formos
radimas.
X 0010 Y1
Atlike keitinj 2 = 0 00 Y21 turesime tokia kvadratine
T3 1 000 Y3
Xy 00 01 Y4
Y1 11 0 0 21
_ . . ol ye | 101 00 29
form@ f =g (yh Y2,Y3, y4) = 11Y2,0 athk@ keltlﬂl Y3 - 00 1 0 23
Y4 00 01 Z4
. . 2 . . . .
turésime f = z? 4 212y = (21 + %Zz) — izg Atlikus keitini t; = z; + %Zz,tz =
Z1 1 —% 0 0 tl
Z9 0 1 0 0 t2 .. 1
Z9,t3 = z3,t4 = z4 arba o =10 0 1 0 ) turésime f = t%—ztg )
Z4 0 0 0 1 t4

Uzdavinys. Kvadratinés formos f = XTAX rangu vadinamas matricos A
rangas. [rodykite, kad kvadratinés formas rangas yra lygus nenuliniy matricos A
tikriniy reiksmiy skai¢iui.Irodyti paliekama studentamsDO

Teorema 7 ( inercijos désnis kvadratinéms formoms ). Tegu kvadrating

n

Jormg f(x1, 39, 3,) = Z a;jx;xj. dviem budais galima suvesti prie kanonio
ij=1
pavidalo:
Aly% + -+ )\ryz - )‘7’+1y72’—|—1 - )\sy37)\2 >0
//LIZ% _I_ P —I_/’LPZZ — /,Lp_|_1ZZ+1 - /’LtZt27ILL] > 0

Tada s=tirr=p.
Be irodymo.



Uzdavinys. [rodykite: jeigu C' - neissigimusi matrica, o X - nenulinis stulpelis,
tai CX # 0.

Irodyti paliekama studentamsO

Apibrézimas. Realioji kvadratiné forma f (x1, 22, ..., x,) vadinama teigiamai
apibrézta, jeigu su visais aq,ag,...,a, € R

fla,az,cy0,) > 00 fla,az, o) =0<= a1 =ay=... = a,, = 0.

Teorema 8. Realioji kvadratiné forma f (a1, xa, ..., 2,) yra teigiamai apibrézta

tada ir tik tada, kai jos kanoniné forma yra lygi

2 2 2
Zl—I_ZQ—I_—I_Zn

L1 Y1
Irodymas.Tegu | ... | =C | ... | — kintamyjy keitinys kvadratine forma
Ly Yn
suvedantis prie kanoninio pavidalo ¢ (y1,...,yn) = Myi + doys + - + A\y2 .
Y1 Z1
Matrica C'— neissigimusi, todel | .. = C7'] ... |. Tegu A; < 0. Tada
Yn Ly
0
flal, o, al) =g (O,...,O,l,O,...,O) =X <0,c¢a]| 1 =7t
' x!
0
Taigi, kvadratine forma f yra teigiamai apibrézta tada ir tik tada, kada A; > 0
su visais ¢+ = 1,2,...,n. Atlike kintamyjy keitini y; = —)\ZZ su visais ¢ gausime
reikiamg kvadratinés formos israiska f (21,22, ..., x,) = 21 + 25 + -+ + 22.
Irodyta.



Apibrézimas. Tegu kvadratinés formos f (1,9, ..., 2,) matrica yra A. Tada
determinantai

11 0 dip
. | G111 Q12
a; = |Cl11| , g =

(g1 22
dp1 = dpp

vadinami kvadratinés formos [ pagrindiniais minorais.

Teorema 9 ( SYLVESTER J.J. pozymis). Kvadratiné forma yra teigia-
mai apibrézta tada ir tik tada, kai visi jos pagrindiniai minorai yra teigiams.
Be irodymo.



