8 paskaita
Poerdviai. Veiksmai su poerdviais.

Apibrezimas. Vektorinés erdvés V virs kuno K netuscias poaibis U vadina-
mas poerdviu, jeigu

1) uy +uy € U su visais uy,uqg € U,

2) au € U su visais a € K ir su visais u € U.

Vektorinés erdvés V' poerdvis U yra pats vektoriné erdve ty paciy operaciju
kaip ir V' atzvilgiu.

Positive Examples.

1. The whole space R™ is a subspace of itself. And the set consisting of one
vector, 0, is a subspace of any space.

2. In R?, consider the set W of all vectors which are parallel to a given line
L. It is clear that the sum of two vectors which are parallel to L is itself parallel
to L, and a scalar multiple of a vector which is parallel to L is itself parallel to L.
Thus W is a subspace.

3. A similar argument shows that in R?, the set W of all vectors which are
parallel to a given plane (line) is a subspace.

4. The set of all polynomials is a subspace of the space of continuous functions
on [0,1],C'[0,1]. The set of all polynomials whose degrees do not exceed a given
number, is a subspace of the vector space of polynomials, and a subspace of C'[0, 1].

5. The set of differentiable functions is also a subspace of C]0,1].

Negative Examples.

1. In R?, the set of all vectors which are parallel to one of two fixed non-
parallel lines, is not a subspace. Indeed, if we take a non-zero vector parallel to
one of the lines and add a non-zero vector parallel to another line, we get a vector
which is parallel to neither of these lines.

2. The set of polynomials of degree 2 is not a subspace of C[0, 1]. Indeed, the
sum of z? + x and —z? is a polynomial of degree 1.

Svarbiu vektorinio poerdvio pavyzdziu yra homogenines tiesiniy lygciy siste-
mos sprendiniy aibe.

Teorema. Homogeninés tiesiniy lygciy sistemos



apxy + -+ apr, =0
arba AX = O

Ap1T1 + *  + ATy, = 0

sprendiniy atbé yra stulpeliy aritmetinés erdveés K, poerdvis, kurio dimensija
lygi n—rankA.

[rodymas. Homogenine tiesiniy lygciy sistema uzrasykime taip
riuy + -+ xu, =0,
¢la uq, ..., u,— matricos A stulpeliai.
aq B
Teguu=1| -+ [iro=| .-
an ﬁn
%igi i . i g:z: ;8 , todeél (aay 4+ b61)ug + - -+ (ac, + 003,) u, =0 ir vek-
torius au + bv yra sistemos sprendinys. Gavome, kad sprendiniy aibé yra stulpeliy
aritmetines erdves K, poerdvis.

— sistemos sprendiniai, t.y.

Tarp tiesinés lygciy sistemos stulpeliy yra r = rank A tiesiskai neprikausomuy
stulpeliy. Tegu tai stulpeliai wuy, ..., u,. Tada likusius n — r stulpelius uzrasykime
ju tiesinémis kombinacijomis:

Upp1 = bry1gur + -+ by puy

Up = bnlul + -+ bnrur

br+1,1 bnl
br—l—l,r bnr
Stulpeliai z,.1 = —1 yeey 2 = 0 yra homogenine tiesiniy lygciy
0 e
e 0
0 —1
sistemos sprendinys. Sie stulpeliai yra tiesigkai nepriklausomi.
'
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Tegu x = J}Or — koks nors sistemos sprendinys.
r+1
20

n



Tada y = x4 a7, 2,41+ - -+ 20z, irgl yra sistemos sprendinys. Sio sprendinio
komponentés, pradedant (r + 1) — aja, lygios 0. Lygiomis nuliui bus ir likusios r
komponenciy, nes vektoriy sistema uyq, ..., u,— tiesiskai nepriklausoma.

Taigi, y =0 ir @ = —al 2,41 — - - — 20z, ,t.y. stulpeliai 2,41, ..., z,— tiesiskai
neprikausoma generuojanti sistemos sprendiniy vektorinio poerdvio sistema. Ji
vadinama fundamentaliaja sprendiniy sistema.

Irodyta.

Poerdviy suma ir sankirta.

Apibrezimas. Tegu U ir W yra vektorinés erdveés poerdviai.Tada ju suma
U+ W vadinama aibé

U+ W ={u+wluelUweW}.
Poerdviy U ir W sankirta U N W vadinama aibé

UnW=A{veVpelirve W}.
Aisku, kad ir poerviy suma ir poerdviy sankirta yra poerdvis.

Pastaba. Poerdviy suma U 4+ W yra maziausias V poerdvis, kuriame yra
poerdviai U ir W.

Poerviy sankirta U N W yra didziausias V' poerdvis, esantis ir poedvyje U ir
poerdvyje W.

Teorema. dim (U + W) +dim(UNW) =dimU + dim W.

Irodymas. Pazymekime U+ W =Pir UNW =R ;dmP =pirdim R =r.

Tegu ey, €3, ..., e,— poerdvio P baze. Papildykime ja iki poerdvio U bazes ir po-
erdvio V' bazés. Tegu ey, es,.... €, €41, ...,e,— U baze, 0 ey, e, ...,6, €4, .0, €—
V bazé. Parodysime, kad vektoriy sistema ey, €3, ..., €., €101, .0y €4, €445 nrs €,— PO-
erdvio U + V bazé. Reikia irodyti, kad si sistema yra generuojanti ir tiesiskai
nepriklausoma sisitema.

Tegu v— bet kuris poerdvio P = U + V vektorius, t.y. v = v+ v , dia
uelUnwveV Tagi, u =are;+---+are,+a,11601 4+ F+asesivrv=>be;+---+
brer + b€l 4+ be; . Turime v = (ay +by)er 4+ -+ (a, + by )e, + a4 +



s Fages+bogel -+ beey ir todél vektorial e, €y, ..., € €rqpy oy €4, €1y s €
generuoja P.
[rodysime sistemos tiesiska nepriklausomybe. Tegu cie1+- - -+¢, 6,4 ¢ 16,01+
“Feses e o+ cep = 0.

_ _ / ! !l !
Tada u = ciey + -+ e, + 1€+ + e = —CL 6, — - —cie; € R
ir todel v = a1y + -+ - + are,.
M _ / ! !l !
Turime aye; + -+ + a6, = —c €l — - — ey,
/ ! AN A : _ _ N _ _
aje;+--Fare,+c. €+ tce=0rag = =a, =, = =¢ =0
nes vektorial e, € e, € e;— tiesiskai nepriklausoma sistema( V' — bazeé)

) 1562y ooy Cry G gy ooy &g p .
Taigi, u = 0.

Turime cye1+- - -+cre,+crpr€p1+- - Feses =0ir ey = =¢, =¢qpy =+ =
¢s = 0, nes vektoriai eq, €2, ..., €, €41, ..., €s— tiesiSkai nepriklausoma sistema( U —
bazé).

[rodéme sistemos tiesiska nepriklausomybe ir tuo paciu tai ,kad ji yra U 4+ V
baze. Poerdviy U,V | P ir R turime lygybes:

dmU+V=s+t—r=dmlU+dmV —dimU N V.

Irodyta.

Paskutinioji teorema formuoja musy intuicija apie poerdviy padeti daugia-
matése vektorinese erdvese.

Poerdviy tiesioginé suma ir faktorerdvé.

Apibrezimas. Tegu U ir W yra vektorinés erdvés poerdviai.Tada ju suma
U + W vadinama tiesiogine suma U & W jeigu bet kurio U + W vektoriaus

reiskimas vektoriy 1§ U ir W suma yra vienintelis.

Paskutinis apibrézimas ekvivalentiskas salygai: 1§ lygybés v +w = 0 ,u €
U,w e W turime u = 0 ir w = 0.

Teiginys. Suma U + W yra tiesioginé tada ir tik tada, kai U N W = 0.
Irodymas.|........... ]

Teiginys. Suma U + W yra tiesioginé tada ir tik tada, kai sumos bazé yrall
ir W baziy sajunga.



Irodymas.|.......... ]

Apibrezimas. Tegu Uy,U,, ..., Uy yra vektorinés erdvés poerdviai.Tada ju
suma Uy 4+ Uy + -+ - 4+ U vadinama tiesiogine suma Uy Uy & - - @ Uy jeigu bet
kurio Uy 4+ Uy + -+ - + Uy, vektoriaus reiskimas vektoriy i§ Uy,U,, ..., U suma yra
vienintelis.

Paskutinis apibrezimas ekvivalentiskas salygai: 18 lygybes uy 4+ ug + -+ 4+ ug
u; € U;, turime u; = 0.
Paskutiniji teigini galima apibendrinti baigtinial poerdviy sumai.

Teiginys. Suma U; + Uy + - -+ + U, yra tiesioginé tada ir tik tada, kai
Viu;Nn(Ui+- Uiy +Ugr + -+ U,) =0,
Irodymas. Be irodymo.

Teiginys. Suma U; 4+ Uy + - - - + Uy yra tiesioginé tada ir tik tada, kai sumos
baze yra Uy,Us, ..., Uy baziy sajunga.
Irodymas. Be irodymo.

Uzdavinys. Tegu V = U @ W. Tada poerdvis U vadinamas poerdvio W
tiesioginiu papildiniu.

Ar kievienam vektorinés erdves poerdviui egzistuoja tiesioginis papildinys?

Jeigu egzistuoja tai ar vieninteélis Sis tiesioginis papildinys?

Atsakymus pagriskite.

Irodyti paliekama studentamsO

Apibrezimas. Tegu U yra vektorinés erdvés V poerdvis. Vektoriy sis-
tema vy, vq, ..., v vadinama tiesiskai nepriklausoma poerdvio U atzvil- giu sis-
tema ( t.n.mod U sistema ), jeigu kai aqv; + agvg + -+ + agvp € U | tai
ap =y =---=qa, =0.

1g1 . Vektoriy sistema vy, vs, ..., 0% yra t.n. mo sistema tada ir ti
Teiginys. Vektoriy sist V2, eeey t d U sist tad tik
tada, kai vektoriy sistema vy, vy, ..., Vg, Uy, ..., U, Cl& Uy, ..., Uy, - poerdvio U baze,
yra tiesiskai nepriklausoma.



Irodymas.&

Apibrezimas. Vektoriysistema vy, v, ..., v, vadinama baze poerdvio U atzvil-
giu ( baze modU ) jeigu bet kuris vektorius v € V yra lygus v = aqv1 + azvs +
st agup +u o, clau € U.

Teiginys. Vektoriy sistema vy, v, ..., v yra bazé poerdvio U atzvilgiu tada
ir tik tada, kai vektoriy sistema vy, vy, ..., Vg, Uy, ..., Up,Cla Uy, ..., Uy, - poerdvio U
baze, yra vektorinés erdves V' baze.

Irodymas.&

Pastaba. Jeigu uy,...,u,, - poerdvio U baze, tai bet kuri vektoriy sistema
vy, Vg, ..., v papildanti Sia sistema iki vektorinés erdvés V' bazes yra bazé poerd-

vio U atzvilgiu.

Apibrezimas. Sakysime, kad vektoriai vy ir vy lygsta poerdvio U atzvilgiu,
jeigu vy — vg € U. Zymésime v; = vy (U).

Sio ekvivalentumo sarysio déka vektoriné erdve V' suskyla i ekvivalentumo
klases, kurios savo ruostu sudaro nauja vektorine erdve, vadinama faktorerdve ir
zymima V/U . Faktorerdvés elementus Zymesime v , ¢ia v - klasés atstovas.

Teiginys. Jeigu vektoriy sistema vy, vg, ..., v yra baze poerdvio U atzvilgiu,
tai sistema vy, Ug, ..., v; yra V/U bazé.

Jeigu sistema vy, g, ..., 0 yra V/U bazé, o vy € v1,v3 € 0g,...,v0, € U, , tai
vektoriy sistema vy, vy, ..., vx yra baze poerdvio U atzvilgiu.

Irodymas.|........... ]

Istirkime nehomogenineés tiesiniy lygéiu sistemos sprendiniy aibes struktura.
Teorema. Nehomogeninés tiesiniy lygcéiy sistemos

ancy+ -+ ar, = by

arba AX =5

A1y + -+ Gy = by

sprendiniy aibé yra vo+U = {vg+u : u € U}, ¢ia vo— atskiras nehomogeninés



sistemos sprendinys, o U— atitinkamos homogeninés sistemos AX = O spren-
diniy poerdvis.

[rodymas. Tegu vy— koks nors atskiras sistemos AX = b sprendinys, o u—
bet koks atitinkamos homogenines sistemos AX = O sprendinys, u € U. Tada
A(vg4u) = Avg+ Au=>b+ O = b ir vy + u— sistemos AX = b sprendinys.

Priesingai.Tegu vy— atskiras sistemos AX = b sprendinys, o v— bet koks Sios
sistemos sprendinys. Tada A (vg —v) = Avg — Av=b—b=0irvy —v € U, t.y.
vVg— UV =ulrv=v9+u € vy+ U.

Irodyta.

Apibrezimas. Tegu U yra vektorinés erdves V poerdvis, o v € V. Aibé
v+ U ={v+u:u€ U} vadinama tiesine daugdara arba plokstuma erdvéje V.
Jeigu dim U =1, tai tiesiné daugdara vadinama tiese.

Taigi, nehomogenineés tiesiniy lygciy sistemos sprendiniy aibé yra tiesine daug-
dara stulpeliy aritmetinéje erdvéje K.
Pavyzdys. Nagrinekime homogenine lygti

axr + by = 0.
5 . : C : —b .
Sios homogeninés lygties sprendiniy aibée yra stulpelio " tiesinis apval-
—b ey C. : .. S
kalas T' = [( a )] .Geometriskai - tai tiesé [ dvimateje plokstumoje, einati per

. : : —b .
koordinaciy pradzia vektoriaus ; kryptimi.

Nagrinékime dabar nehomogenine lygti

ar+by=c,c#0

Turime a (—b)+b (a + %) = cir todél aibé ( 2 )—I—T = ( 2 )—I— [( _ab )] yra
b b
lygties sprendiniy aibe. Geometriskai - tai tiesé dvimateje plokstumoje lygiagreti

tiesel [ ir paslinktai vektoriaus ( . ) kryptimi.
b



