
5 paskaita
Kompleksiniai skai�ciai.

Apibr_e�zimas. Kompleksiniu skai�ciumi z vadiname vadiname reali�uj�u skai�ci�u
por�a (a; b) ; kuri�a reik�sime lygybe z = a + ib; skai�cius a vadinamas reali�aja z
dalimi ir �zymimas a =Re(z) ; skai�cius b vadinamas menam�aja z dalimi ir �zymimas
b =Im(z) : Kompleksini�u skai�ci�u aib_e �zymima C:

Kompleksini�u skai�ci�u aib_eje yra apibr_e�ztas sud_eties ir sandaugos veiksmas for-
mul_emis:

(a+ ib) + (c+ id) = (a+ c) + i (b+ d) ;
(a+ ib) � (c+ id) = (ac� bd) + i (ad+ bc) :

Kaip mat_eme auk�s�ciau, kompleksini�u skai�ci�u aib_e sud_eties ir sandaudos at�zvilgiu
sudaro k�un�a. Tuo galima i�sitikinti ir tiesiogiai tikrinan k�un�a apibr_e�zian�cias savybes.

I�s apibr_e�zimo matome, kad kiekvienam kompleksiniam skai�ciui z = a + ib
galima vienareik�smi�skai priskirti plok�stumos, kurioje yra Dekarto koordina�ci�u sis-
tema, ta�sk�a (a; b) : Kompleksini�u skai�ci�u aib_es rei�skimas vadinamas Gauso skai�ci�u
plok�stuma( Gauss'sche Zahlenebene) arba kompleksini�u skai�ci�u plok�stuma. �Sis
rei�skimas pasiteisina jau ir tuo, kad pagrindiniai kompleksini�u skai�ci�u veiksmai
paprastai interpretuojami geometri�skai: dviej�u kompleksini�u skai�ci�u a+ib ir c+id
sud_etis interpretuojama kaip dvima�ci�u vektori�u (a; b) ir (c; d) suma (a; b)+(c; d) =
(a+ c; b+ d) (prisiminkime lygiagretainio taisykl�e).

Sandaugos veiksmo interpretacijai naudojamas trigonometrinis kompleksinio
skai�ciaus z = a+ ib rei�skimas, i�vedant plok�stumoje ta�sko (a; b) polines koordi-
nates [r; '] : �cia r� ta�sko A = (a; b) atstumas iki ta�sko O = (0; 0) ; kuris vadina-
mas poliumi, o '� kampas tarp teigiamos x� a�sies ir spindulio OA: Pasteb_esime,
kad su kiekvienu r > 0 kampas ' yra apibr_e�ziamas 360� ( arba 2�) kampo kar-
totinio tikslumu; beto kai r = 0; kampas ' neapibr_e�ziamas. taigi, kiekvien�a
kompleksini� skai�ci�u z = a+ ib galime reik�sti:

z = [r; '] ; r � 0; 0� � ' < 360� ( 0 � ' < 2�):

Ry�sis tarp dviej�u kompleksinio skai�ciaus z rei�skim�u z = a + ib = (a; b) ir
z = [r; '] pasirei�skia formul_emis:

(
a = r � cos'
b = r � sin' ;



ir 8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

r =
p
a2 + b2

r 6= 0

cos' =
a

r

sin' =
b

r
0 � ' < 2�

:

Kompleksinio skai�ciaus z koordinat_es polin_eje koordina�ci�u sistemoje [r; '] yra
vadinamos ir rei�skiamos:

r = jzj � skai�ciaus z modulis, ' = arg z� skai�ciaus z argumentas.

Jeigu kompleksinio skai�ciaus argument�a neapribosime intervalu [0; 2�); tai du
kompleksiniai skai�ciai z1 = [r1; '1] ir z2 = [r2; '2] yra lyg�us tada ir tik tada, kada

arba r1 = r2 = 0 ir '1; '2� bet kokie kampai,
arba r1 = r2 ir '1 = '2 + k � 2� su visais k 2 Z:
Gri��zkime prie geometrin_es sandaugos veiksmo interpretacijos. Tegu

z1 = [r1; '1] = r1 cos'1 + ir1 sin'1

ir

z2 = [r2; '2] = r2 cos'2 + ir2 sin'2:

Tada
z1z2 = r1r2 ((cos'1 cos'2 � sin'1 sin'2) + i (cos'1 sin'2 + sin'1 cos'2)) =

r1r2 (cos ('1 + '2) + i sin ('1 + '2))
ir tod_el
z1z2 = [r1r2; '1 + '2] ; t.y.

( jz1z2j = jz1j � jz2j
arg (z1z2) = arg z1 + arg z2

:

Skai�ciaus z1 sandauga su skai�ciumi z2 geometri�skai galime interpretuoti kaip
skai�ciaus z1 pos�uki� kampu '2 ir "i�stempim�a" r2 kartus. Toks kompleksini�u skai�ci�u
sandaugos interpretavimas nesunkiai leid�zia paai�skinti skai�ciaus z 6= 0 atvirk�stinio

2



skai�ciaus z�1 =
1

z
geometrin�e prasm�e.

Apibr_e�zimas. Tegu z = a + ib 2 C: Skai�cius �z = a � ib 2 C vadinamas
skai�ciaus z jungtiniu skai�ciumi.

Yra teisingos �sios lygyb_es:
z + �z

2
= Re(z) ;

z � �z

2i
= Im(z) ; z � �z = jzj2:

I�srai�ska N (z) = z � �z = jzj2 vadinama skai�ciaus z norma.
Tegu dabar

z = [r; '] ; o z�1 = [q;  ] :

Tada

z � z�1 = [r; '] � [q;  ] = [r � q; '+  ] = 1 = [1; 0] ;

t.y.

r � q = 1; '+  = 0 + 2�k; k 2 Z;

ir

q = r�1;  = �'+ 2�k; k 2 Z ir pvz.  = �':

Atsi�zvelg�e i� tai, kad cos (�') = cos'; o sin (�') = � sin'; turime, kad

z = r (cos'+ i sin') ; r 6= 0 )
(
z�1 = r�1 (cos'� i sin')
�z = r (cos'� i sin')

)
) z � �z = r2

) 1

z
=

�z

z � �z =
�z

r2
.

Tegu dabar z1 = [r1; '1] ir z2 = [r2; '2] , z2 6= 0( t.y. r2 6= 0):
Tada

z1
z2

=
�
r1
r2
; '1 � '2

�
:

Dabar induktyviai apibr_e�sime kompleksinio skai�ciaus z laipsni� zn; n 2 N :

z0 = 1; zn+1 = zn � z su visais n 2 N:
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Tada

z = [r; ']) rn = [rn; n � '] su visais n 2 N:

�Zinodami, kad z�1 = [r�1;�'] ir z�n = (z�1)
n
; tai

z = [r; ']) r�n = [r�n;�n � '] su visais n 2 N:

Taigi

z = [r; ']) rn = [rn; n � '] su visais n 2 Z;

t.y.

z = r (cos'+ i sin')) zn = rn (cosn'+ i sinn') su visiais n 2 Z:

�Si i�srai�ska vadinama Muavro (Abraham de Moivre,1667-1754) formule.
Apibr_e�sime dabar �saknies traukimo veiksm�a i�s kompleksinio skai�ciaus.

Apibr_e�zimas. n� ojo laipsnio �saknimi i�s kompleksinio skai�ciaus z vadiname
tokius kompleksinius skai�cius w; kuriems teisinga lygyb_e wn = z .

Parodysime, kad egzistuoja lygiai n; n � 2; n - ojo laipsnio �sakn�u i�s kom-
pleksinio skai�ciaus z:

Tegu

z = [r; '] = r (cos'+ i sin') ; o w = [q;  ] = q (cos + i sin ) ir wn = z:

Tada

[qn; n �  ] = [r; '] :

Jeigu z = 0; tai ir r = 0; tod_el qn = 0) q = 0; t.y. w = 0:
Jeigu z 6= 0; tai ir r 6= 0; tod_el

qn = r; n �  = '+ 2�k; k 2 Z

) q = n

p
r;  =

'+ 2�k

n
; k 2 Z::

Jeigu k1; k2 2 Z; tai i�s lygyb_es
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'+ 2�k1
n

=
'+ 2�k2

n
+ 2� � l; l 2 Z

turime, kad

k1 � k2 = l � n su ka�zkuriuo l 2 Z:
k1 � k2 (modn) :

Gavome: jeigu z 6= 0 ir z = r (cos'+ i sin') 2 C; tai n� ojo laipsnio �saknimis
yra kompleksiniai skai�ciai

wk = n

p
r

 
cos

'+ 2�k

n
+ i sin

'+ 2�k

n

!
; k 2 Z;

ir du tokie skai�ciai wk1
ir wk2

yra lyg�us tada ir tik tada, kada k1 � k2 (modn) :
Visos skirtingos n� ojo laipsnio �saknys i�s kompleksinio skai�ciaus z yra w0; w1; :::; wn�1:

Teiginys. Tegu z = a+ ib; z1; z2 2 C: Tada yra teisingos �sios savyb_es.
1) (�z) = z;

z1 + z2 = �z1 + �z2; atskiru atveju �z = ��z:

z1 � z2 = �z1 � �z2; atskiru atveju
�
1

z

�
=

1

�z
:

2) Jeigu N (z) = z � �z = jzj2; tai

N (z1 � z2) = N (z1) �N (z2) ir N
�
z1
z2

�
=
N (z1)

N (z2)
su visiais z2 6= 0:

3) Jeigu jzj = p
a2 + b2 =

p
z � �z; tai

jz1 � z2j = jz1j � jz2j ;����z1z2
���� = jz1j

jz2j su visiais z2 6= 0:

4) (Trikampio nelygyb_e).

jz1 + z2j � jz1j+ jz2j :
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I�rodymas. I�rodysime trikampio nelygyb�e:

jz1 + z2j2 = (z1 + z2) � (�z1 + �z2) = jz1j2 + jz2j2 + z1 � �z2 + �z1 � z2 =
jz1j2 + 2Re(z1 � �z2) + jz2j2 � jz1j2 + 2 jz1 � �z2j+ jz2j2 = jz1j2 + 2 jz1 � z2j+ jz2j2 =

(jz1j+ jz2j)2 :

I�strauk�e aritmetin�e kvadratin�e �sakni�, tur_esime

jz1 + z2j � jz1j+ jz2j :

I�rodyta.

I�svados. I�s trikampio nelygyb_es turime

jz1 � z2j � jz1j+ jz2j
jz1 + z2j � jz1j � jz2j
jz1 + z2j � jz2j � jz1j

)
) jz1 + z2j � jjz1j � jz2jj

taigi su visais z1; z2 2 C yra teisinga

jjz1j � jz2jj � jz1 � z2j � jz1j+ jz2j :

Gri��zkime prie neredukuojam�u polinom�u vir�s reali�uj�u skai�ci�u k�uno R ir vir�s
kompleksini�u skai�ci�u k�uno C. Fundamentalioji algebros teorema teigia:

Fundamentalioji algebros teorema. Bet kokia algebrin_e lygtis anxn+� � �+
a1x + a0 = 0 , n � 1 su kompleksiniais koe�cientais ai 2 C (0 � i � n) turi
ma�ziausiai vien�a sprendini� x0 2 C:

Be i�rodymo.

Matome, kad n� ojo laipsnio polinomas vir�s kopleksini�u skai�ci�u k�uno C turi
lygiai n �sakn�u. Tokiu atveju sakome, kad C yra algebri�skai u�zdaras k�unas.
Akivaizdu, kad neredukuojami polinomai vir�s C yra tik pirmojo laipsnio polino-
mai x� a; a 2 C:
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Lema. 1. Tegu polinomas f (x) = anx
n + � � � + a1x + a0 2 C [x] ir �f (x) =

�anx
n + � � � + �a1x+ �a0: Tada f (z) = �f (�z) :

2. Tegu polinomas f (x) = anx
n + � � � + a1x + a0 2 R [x] . Tada

f (z) = f (�z) :

Neredukuojamus polinomus vir�s reali�uj�u skai�ci�u k�uno R apra�so tokia teorema.

Teorema. Neredukuojami polinomai vir�s reali�uj�u skai�ci�u k�uno R yra arba
pirmojo laipsnio polinomai x�a; a 2 R; arba tokie kvadratiniai trinariai x2+px+q;
kad p2 � 4q < 0:

I�rodymas. I�rodysime, kad neredukuojamas vir�s R polinomas f (x) 2 R [x] yra
arba f (x) = x � a; arba toks f (x) = x2 + px + q; kad p2 � 4q < 0 (ai�sku, kad
�sie polinomai yra neredukuojami vir�s R). I� polinom�a f (x) galima �zi�ur_eti ir kaip
i� polinom�a vir�s C: Tada polinomas f (x) turi kompleksin�e �sakni� � = a+ ib ( C�
algebri�skai u�zdaras k�unas): f (�) = 0: Galimi du atvejai.

1) Jeigu � 2 R; tai f (x)
... (x� �) ir kadangi f� neredukuojamas, tai f (x) =

x� �:
2) Jeigu � =2 R; tai � 2 C ir �� 6= �: Turime f (�) = 0) f (�)

Lema
= f (��) = 0;

t.y polinomas f turi ma�ziausiai dvi �saknis � ir ��: Tada f (x)
... (x� �) (x� ��) :

Pasteb_esime, kad (x� �) (x� ��) = x2�x (� + ��)+� � �� = x2�2ax+(a2 + b2) 2
R [x] irD = 4a2�4a2�4b2 = �4b2 < 0; taigi (x� �) (x� ��) yra neredukuojamas
polinomas vir�s R: Tada f (x) = (x� �) (x� ��) = x2 � 2ax+ (a2 + b2) :

I�rodyta.
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