4 paskaita.
Dalumas su liekana. BDD. Tarpusavyje pirminiai polinomai. Neredukuojami
polinomai. Skirtingo laipsnio polinomy isskyrimas. Lyginiai ir faktorzZiedis.

Panasiai kaip ir sveikyju skaiciy ziede, taip ir polinomy vir§ kuno ziede yra
teisinga dalumo su liekana teorema.

Teorema( dalumas su liekana). Tegu f (z), g(z) € K [z],¢(x) # 0. Tada
egzistuoja vienintéliai polinomai ¢ () ir r (x) su kuriais teisinga lygybe f = gq+r,
¢ia degr (x) < degg ().

[rodymas.[............. ]

Apibrézimas. Tegu f(z) , g(x) € K[z],g(x) # 0. Didziausio laipsnio
polinomas d(x) € K [z], kurio koeficientas prie didziausio laipsnio yra lygus 1,
vadinamas polinomy f ir g bendru didziausiu dalikliu, jeigu

1. fid, gid.

2. Jeigu fidy,g:dy, ¢ia dy (v) € K [z], tai d:d;.
Bendro didziausio daliklio zymuo: d(x) = BDD(f (z),g(x)) = (f (2),g(z)).

Teorema. Su visais f,g € K [z],f # 0,9 # 0 egzistuoja tokie polinomai
ao (), bo(z) € K [z], kad (f(z),9(2)) = f(x)ao(x) +g(x)bo(2).

[rodymas.[....... ]

Euklido algoritmas BDD skai¢iavimui. Turime du polinomus f (), g (x) €
K [z], g # 0.Ragysime dalybos su liekana teorema
Tegu ag = f ir a; = ¢g. Tada

ap = a1q; + az deg as < degay
a1 = azqy + as degas < degas

Ap—2 = Ap—1qQe—1 + ap degay < degap_q
ak—1 = Arqg-

Sveikieji skai¢iai sudaro mazéjancia seka dega; > degas > degag > --- >



deg ay > degagyy > 0. Tada (a,b) = ay.

Apibrézimas. Du polinomai f,¢g € K [¢] vadinami tarpusavyje pirminiais,
jeign (f,g) = 1.

Teorema. Polinomai f,¢g € K [z] yra tarpusavyje pirminiai tada ir tik
tada, kada egzistuoja tokie a (x),b(x) € K[z], kad f-a+g-b=1.

Irodymas. Teiginys i§ kairés | deSine yra teisingas pagal apibrézima. Tegu

3

dabar f-a+g-b=11ir (f,g) =d. Tada

l= f-a + ¢g-b ,
—— —~—

dalijasi is d dalijasi is d

dalijasi is d

t,y. 1 dalijasi i$ d ir todel d = 1.
Irodyta.

Teiginys(tarpusavyje pirminiy polinomy savybe). Tegu fi,..., f, ir
g1,y Gn yra dvi tokios polinomy sekos, kad (f;,g;) = 1 su visais 1 < <m,1 <
.]Sn Tada (fl"'fmvgl gn) = 1.

Be irodymo.

Dabar pateiksime teigini, kurio analogo sveikyju skai¢iy ziede néra.

Teiginys. Jeigu f ir ¢ yra tarpusavyje pirminiai polinomai vir§ kiino K, tai jie
neturi bendry sakny jokiame kuno K plétinyje, t.y. tokiame kune L, kad L O K.

[rodymas.[.......... ]
Apibrézimas. Teigiamo laipsnio polinomas f(x) € K [z] vadinamas nere-
dukuojamu polinomu vir§ kuno K, jeigu jis turi tik ivos daliklius: a,a- f (), ¢ia

a € K.

Teiginys. Bet kuris teigiamo laipsnio polinomas i§ KA [x] dalijasi i$ kurio nors
neredukuojamo polinomo virs K.



Teorema. Yra be galo daug neredukuojamy polinomy virs bet kurio kuno.

[rodymas. [rodysime priestaros budu. Sakykime, egzistuoja baigtinis nere-
dukuojamy polinomy kiekis: py, pa, ..., pp. Polinomas f = pips---p, + 1 dalijasi

is neredukuojamo polinomo, taigi egzistuoja toks i,1 <7 < m, kad fip;. Tada

L=/ —pwp2--pm .
o~ ————
dalijasi is p; dalijasi is p;

dalijasi is p;

t.y. Lip;, o tai priestarauja neredukuojamo polinomo apibrézimui(deg p; > 0).
Irodyta.

Teiginys( neredukuojamy polinomy savybe). Tegu fi,..., f,, yra tokia
polinomy i§ K [z] seka, kad polinomas fi--- f,, dalijasi i§ neredukuojamo polinomo
p(x) € K [z]. Tada egzistuoja toks j, 1 < j < m, kad f; dalijasi i§ p.

Be irodymo.

Pateiksime teigini, kurio analogo sveikyjy skai¢iy ziede nera.

Teiginys. Jeigu neredukuojamas virs kuno K polinomas p(z) € K [z] ir
polinomas f(x) € K [z] turi bendra Sakni ¢ kuriame nors kuno K plétinyje

LD K,z9€ L, tai f(x):p(z).

Irodymas. I3 salygos matome, kad (f (x),p(x)) # 1, nes ir f(x) , ir p(x)

dalijasi i§ (v — o) . Polinomas p (z) yra neredukuojamas, todeél f(z):p(x).
Irodyta.

Teorema( kanoninis polinomo skaidinys). Su kiekvienu teigiamo laip-
snio polinomu f (x) € K [x] egzistuoja tokie neredukuojami virs kino & polinomia
D1y P2, -y Ps (tarp ju gali buti sutampanciy), kad f =a-py-pg----- Ps, ¢la a— poli-
nomo [ koeficientas prie 2", kai n = deg f. ( Siame skaidinyje sutrauke panasius
daugiklius turésime kanonini polinomo f skaidini: f = a -pfll pf; = -pf;,pi £ p;.)

Be irodymo.

Skirtingo laipsnio dauginamygy isskyrimas.



Apibrézimas. Tegu f(x) € K [z]. Elementas ¢ € K yra poinomo f (z) k—
kartotiné saknis, jeigu f (2) = ( — c)k-fl (), f1(c) # 0. Jeigu k = 1, tai sakome,
kad ¢ yra paprastoji polinomo f saknis.

Apibrézimas. Jeigu kuno K elementy sekoje {1,1+ 1,14+ 1+ 1,...} néra 0,
tai sakome, kad kuno K charakteristika yra lygi 0, o jeigu skai¢ius p yra maziausias
toks, kad 1 +1 4 .-+ 1= 0 sakome, kad kuno K charakteristika yra lygi p.

p karty
Teiginys. Jeigu x¢ yra polinomo f (x) € K [x] papratastoji saknis, tai f' (xq) #

[rodymas.[......... ]

Teiginys. Jei polinomo f(x) € K [¢] saknies kartotinumas yra lygus k, ir k
nesidalija i kuno K charakteristikos, tai isvestinés f’(z) Saknies ¢ kartotinumas
lygus k — 1.

[rodymas.[......... ]

Paskutinius teiginius galime apibendrinti. Tegu kuno K charakteristika yra
lygi 0, o polinomo f € K [z] kanoninis skaidinys virs K yra a-pit-pk2 .. -l i # p;

Teiginys. Tegu polinomo f neredukuojamo daliklio p; € K [2] kartotinumas
yra lygus 1( k; = 1). Tada §io polinomo néra isvestinés f’ kanoniniame skaidinyje .

[rodymas.[......... ]

Teiginys. Tegu polinomo f neredukuojamo daliklio p; € K [2] kartotinumas
yra lygus k;. Tada polinomo p; kartotinumas isvestinés f’ kanoniniame skaidinyje
yra lygus k; — 1 .

[rodymas.[......... ]

Paskutiniojo teiginio pagalba polinoma f galima suskaidyti dauginamaisiais
taip: f=akF, (2)---F, (x), kad polinomo F,, kanoniniame skaidinyje visy nere-
dukuojamy polinomy kartotinumas yra lygus r; ( r; # r;, kai ¢ # 7). Tai ir yra
skirtingo laipsnio dauginamyjy isskyrimas.



Lyginiat

Apibrézimas. Tegu K'— kunas, o f(2),g(z), m(x) € K [z] ir degm (x) >
1. Sakysime, kad polinomas f (x) lygsta polinomui ¢ (x) moduliu m (x), jeigu
(f(z)—g(x)):m(z). Rasysime f(x) =g (z)(modm (z)).

Pagringineés lyginiy savybeés yra Sios:

1. Refleksyvumas: su visais f € K [z], f = f (modm (x)).

imetriskumas: f9 € Kla] = { (modm
2. Simetrisk : f_g(modm(x))}@g_f( dm).

fr9.h € K[x]
3. Tranzityvumas: f=g¢g(modm(z)) } = f =g (modm(x)).
g = h(modm (x))

f7g7c7d€Z
4. f=c(modm) }:>f:|:gc:|:d(modm(:1;)).
g = d(modm)
f7g7c7d€Z
5. fc(modm)}<:>f-gc-d(modm).
g = d(modm)

6. Kiekvienas polinomas f () lygsta moduliu m () tik su vienu polinomu
tokiu polinomu r (z), kad degr (z) < degm (x). Sis polinomas r (x) yra ne kas
kitas kaip polinomy poros f ir m dalybos su liekana teoremos liekana: f(z) =

m(x)q(z)+r(z). Tada f(z) =r(z) (modm (z)).
Liekany klasés.
Apibrézimas. Tegu f,m € K [z], ir degm > 1. Polinomy Ziedo K [z] poaibi
{g € Kzllg = f(modm ()}

vadinsime liekany klase moduliu m (x), kuriai atstovauja f, arba tiesiog
liekany klase, ir Zymésime ,, Ks, arba K, arba [f (2)] =[f(z)].

m(x)



Svarbiausios liekany klasiy savybes yra Sios:
1. Refleksyvumas: f € K [z] = f € K.

2. Simetriskumas: f € K, = g € Kj.

ek,

3. Tranzityvumas: i
y g < [Xf

}:>f€](g.

4. Tegu m(x) € K[z],degm () > 1. Atsizvelge | tai, kad su kiekvienu
polinomu f () yra teisinga f (z) = r (z) (modm (x)), ¢ia r (x) — vienintélé tokia
polinomo f dalybos su liekana i§ m liekana, kad degr < degm, liekany klases

K,y degr (z) < degm (x )} yra polinomy aibés K [z] skaidinys, t.y.
U [/77’ X

(a) [ ] reK[z],degr<degm ()

(b) jeigu K,, N K,, # 0, tai K,, = K,, .

Apibrézimas. Tegu m (z) € K [z],degm (x) > 1 . Aibe

{]x )| degr () < degm(:z;)}

vadinsime polinomy ziedo K [z] faktofaibe moduliu m () ir Zymésime

K [z] [ (m(2)).

Aibéje K [x]/ (m (x)) galima apibrézti siuos veiksmus.

d f
"= Kiig

[fg

Teiginys. Sudéties ir sandaugos veiksmai liekany klaséms apibrézti korektiskai,

Apibreézimas.

K' K" € K [z] ] (m (x)) } od KK

fekgek” K K"

t.y. jie nepriklauso nuo klasiy atstovy f ir ¢ parinkimo.
Irodymas.|........... ]
Pavyzdziai.|......... ]
Teiginys. 1.Polinomy ziedo K [z] faktofaibé moduliu m (x), K [z] / (m (),

sudéties ir sandaugos operaciju atzvilgiu sudaro komutatyvyji zieda su vienetu.
K [z] [/ (m(x)) vadiname faktorZiedziu.



2. Faktorziedis K [x]/(m (x)) yra kunas tada ir tik tada, kada m (2) — nere-
dukuojamas polinomas.
Be irodymo.

Aptarkime faktorziedzio K [x]/(m (z)) elementy reiskima. Tegu degm () =
n > 1.

Visy pirma, | pati kuna K galima ziuréti kaip faktorziedzio K [x]/(m (z))
poaibi: K C K [x]/(m(x)), nes su visais a,b € K yra teisinga
a — b dalijasi i m (z)

[a] = [b] <= degm () > 1 }<:>a—b:0<:>a:b.

Taigi, klase [a] galime sutapatinti su paciu klasés polinomu «, kurio laipsnis yra

< degm. Tegu a ¥ [2]. Tada kiekviena faktorziedzio K [z]/ (m (z)) elementa
galima reiksti

[ap—12" ™ 4 ap_gx" 2 + - + arxT + ag
= [an][2" ]+ [an—a][z" 2] + -+ [ad][2] + [ao]
= ap_q[2]" 7"+ an_ofz]” 2—I- -I-Cl1[ ]+ ao

= ap10" Fa, 20" 4 4 ara 4 ag.

Matome, kad faktorziedzio K [x]/ (m (z)) elementai yra tiesinés elementy

1,a,a?,...,a" ! kombinacijos ir todél §iuos elementus patogu jsivaizduoti kaip
polinomy i§ K (z) ( nebutinai §iy polinomy laipsnis turi buti mazesnis uz n !)
reikdmes elemente o = [z], atsizvelgiant | tai, kad m (a) = m ([z]) = [m(2)] =
[0] = 0. Matome, kad « yra polinomo m (z) saknis.

Pavyzdys. Tegu K — kunas, o degm (2) = 1. Tada
Klz]/(m(x))={[a]]a € K} =K.
Lema. Polinomas 2% 4 1 yra neredukuojamas polinomas virs R.

[rodymas. Sakykime z?+1 = f (x)-g (z). Tada 2 = deg (2? + 1) = deg f (z)+
degg (). Tegu deg f =1 (tada ir degg = 1) ir f(2) =ax +b,a # 0,0 g(x) =
cx +d, ¢ # 0. Tada

22+ 1 = (az +b) (cx + d) = acx® + (ad + be) x + bd

ir todél ac =1,ad + bec =0,bd = 1. Tada d = —ba—c ir
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l=bd=—-Cc= P2 = 122 = — (be)* < 0.
Si priestara rodo, kad deg f # 1 ir todél arba deg f = 0 ( tada degg = 2),
arba deg f = 2 ( tada degg = 0). Ir vienu ir kitu atveju turime, kad polinomas
2% 4 1 yra neredukuojamas polinomas virs R.
Irodyta.



Pavyzdys. Tegu K = R - realiyjy skaic¢iy kunas, o m (z) = 2* + 1 € R[z].
Tada

C=Rlz]/(«*+1) ={a+b[2]opy | a.bER}

yra kiinas ( nes 2?+1 yra neredukuojamas polinomas virs R), kurio poaibiu yra

realiyju skai¢iy kunas. Sio kuino elementus vadiname kompleksiniais skaiéiais,

o pati kiina - kompleksiniy skai¢iy kiinu. Pazymékime i 2 [@](s241) - Tada

kompleksini skai¢iy a + b[z] reiskiame a + b ir turime

= o = (1% = [ 41— 1] = [ + 1] - [1] = —L.

Veiksmai siame kune turi sias savybes:

1) (a4 )+ (c+id)=(a+c)+i(b+d).

2) (a +1ib)-(c +id) = ac+i (ad + bc)+1%bd = ac+i (ad 4 bc)—bd = (ac — bd)+
i (ad + be) .

3) Jeigu a+ib #£ 0, tai (a+ib)" = Ly = L=l = acih o (o)

o
()

Kompleksiniy skaic¢iy kunui skirsime kita paskaita.




