
4 paskaita.
Dalumas su liekana. BDD. Tarpusavyje pirminiai polinomai. Neredukuojami

polinomai. Skirtingo laipsnio polinom�u i�sskyrimas. Lyginiai ir faktor�ziedis.

Pana�siai kaip ir sveik�uj�u skai�ci�u �ziede, taip ir polinom�u vir�s k�uno �ziede yra
teisinga dalumo su liekana teorema.

Teorema( dalumas su liekana). Tegu f (x) , g (x) 2 K [x] ; g (x) 6= 0: Tada
egzistuoja vienint_eliai polinomai q (x) ir r (x) su kuriais teisinga lygyb_e f = gq+r;
�cia deg r (x) < deg g (x) :

I�rodymas.[.............]

Apibr_e�zimas. Tegu f (x) , g (x) 2 K [x] ; g (x) 6= 0: Did�ziausio laipsnio
polinomas d (x) 2 K [x], kurio koe�cientas prie did�ziausio laipsnio yra lygus 1;
vadinamas polinom�u f ir g bendru did�ziausiu dalikliu, jeigu

1. f
...d; g

...d:

2. Jeigu f
...d1; g

...d1; �cia d1 (x) 2 K [x] ; tai d
...d1:

Bendro did�ziausio daliklio �zymuo: d (x) = BDD(f (x) ; g (x)) = (f (x) ; g (x)) :

Teorema. Su visais f; g 2 K [x] ; f 6= 0; g 6= 0 egzistuoja tokie polinomai
a0 (x) ; b0 (x) 2 K [x] ; kad (f (x) ; g (x)) = f (x) a0 (x) + g (x) b0 (x) :

I�rodymas.[.......]

Euklido algoritmas BDD skai�ciavimui. Turime du polinomus f (x) ; g (x) 2
K [x] ; g 6= 0:Ra�sysime dalybos su liekana teorem�a

Tegu a0 = f ir a1 = g: Tada

a0 = a1q1 + a2 deg a2 < deg a1
a1 = a2q2 + a3 deg a3 < deg a2

� � � � � �
ak�2 = ak�1qk�1 + ak deg ak < deg ak�1

ak�1 = akqk:

Sveikieji skai�ciai sudaro ma�z_ejan�ci�a sek�a deg a1 > deg a2 > deg a3 > � � � >



deg ak > deg ak+1 > 0: Tada (a; b) = ak:

Apibr_e�zimas. Du polinomai f; g 2 K [x] vadinami tarpusavyje pirminiais,
jeigu (f; g) = 1:

Teorema. Polinomai f; g 2 K [x] yra tarpusavyje pirminiai tada ir tik
tada, kada egzistuoja tokie a (x) ; b (x) 2 K [x] ; kad f � a+ g � b = 1:

I�rodymas. Teiginys i�s kair_es i� de�sin�e yra teisingas pagal apibr_e�zim�a. Tegu
dabar f � a+ g � b = 1 ir (f; g) = d: Tada

1 = f � a| {z }
dalijasi i�s d

+ g � b|{z}
dalijasi i�s d| {z }

dalijasi i�s d

;

t,y. 1 dalijasi i�s d ir tod_el d = 1:
I�rodyta.

Teiginys(tarpusavyje pirmini�u polinom�u savyb_e). Tegu f1; :::; fm ir
g1; :::; gn yra dvi tokios polinom�u sekos, kad (fi; gj) = 1 su visais 1 � i � m; 1 �
j � n: Tada (f1 � � � fm; g1 � � � gn) = 1:

Be i�rodymo.

Dabar pateiksime teigini�, kurio analogo sveik�uj�u skai�ci�u �ziede n_era.

Teiginys. Jeigu f ir g yra tarpusavyje pirminiai polinomai vir�s k�uno K, tai jie
neturi bendr�u �sakn�u jokiame k�uno K pl_etinyje, t.y. tokiame k�une L; kad L � K:

I�rodymas.[..........]

Apibr_e�zimas. Teigiamo laipsnio polinomas f (x) 2 K [x] vadinamas nere-
dukuojamu polinomu vir�s k�uno K, jeigu jis turi tik �siuos daliklius: a; a �f (x) ; �cia
a 2 K .

Teiginys. Bet kuris teigiamo laipsnio polinomas i�s K [x] dalijasi i�s kurio nors
neredukuojamo polinomo vir�s K.
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Teorema. Yra be galo daug neredukuojam�u polinom�u vir�s bet kurio k�uno.

I�rodymas. I�rodysime prie�staros b�udu. Sakykime, egzistuoja baigtinis nere-
dukuojam�u polinom�u kiekis: p1; p2; :::; pm: Polinomas f = p1p2 � � � pm + 1 dalijasi

i�s neredukuojamo polinomo, taigi egzistuoja toks i; 1 � i � m; kad f
...pi: Tada

1 = f|{z}
dalijasi i�s pi

� p1p2 � � � pm| {z }
dalijasi i�s pi| {z }

dalijasi i�s pi

,

t.y. 1
...pi; o tai prie�starauja neredukuojamo polinomo apibr_e�zimui(deg pi > 0):

I�rodyta.

Teiginys( neredukuojam�u polinom�u savyb_e). Tegu f1; :::; fm yra tokia
polinom�u i�s K [x] seka, kad polinomas f1 ���fm dalijasi i�s neredukuojamo polinomo
p (x) 2 K [x] : Tada egzistuoja toks j; 1 � j � m; kad fj dalijasi i�s p:

Be i�rodymo.

Pateiksime teigini�, kurio analogo sveik�uj�u skai�ci�u �ziede n_era.

Teiginys. Jeigu neredukuojamas vir�s k�uno K polinomas p (x) 2 K [x] ir
polinomas f (x) 2 K [x] turi bendr�a �sakni� x0 kuriame nors k�uno K pl_etinyje

L � K;x0 2 L; tai f (x)
...p (x) :

I�rodymas. I�s s�alygos matome, kad (f (x) ; p (x)) 6= 1; nes ir f (x) , ir p (x)

dalijasi i�s (x� x0) : Polinomas p (x) yra neredukuojamas, tod_el f (x)
...p (x) :

I�rodyta.

Teorema( kanoninis polinomo skaidinys). Su kiekvienu teigiamo laip-
snio polinomu f (x) 2 K [x] egzistuoja tokie neredukuojami vir�s k�uno k polinomia
p1; p2; :::; ps (tarp j�u gali b�uti sutampan�ci�u), kad f = a �p1 �p2 � � � � �ps; �cia a� poli-
nomo f koe�cientas prie xn; kai n = deg f: ( �Siame skaidinyje sutrauk�e pana�sius
daugiklius tur_esime kanonini� polinomo f skaidini�: f = a � pk1i1 � p

k2
i2
� � � pksis ; pi 6= pj:)

Be i�rodymo.

Skirtingo laipsnio dauginam�uj�u i�sskyrimas.
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Apibr_e�zimas. Tegu f (x) 2 K [x] : Elementas c 2 K yra poinomo f (x) k�
kartotin_e �saknis, jeigu f (x) = (x� c)k �f1 (x) ; f1 (c) 6= 0: Jeigu k = 1; tai sakome,
kad c yra paprastoji polinomo f �saknis.

Apibr_e�zimas. Jeigu k�uno K element�u sekoje f1; 1 + 1; 1 + 1 + 1; :::g n_era 0;
tai sakome, kad k�uno K charakteristika yra lygi 0; o jeigu skai�cius p yra ma�ziausias
toks, kad 1 + 1 + � � �+ 1| {z }

p kart�u

= 0 sakome, kad k�uno K charakteristika yra lygi p:

Teiginys. Jeigu x0 yra polinomo f (x) 2 K [x] papratastoji �saknis, tai f 0 (x0) 6=
0:

I�rodymas.[.........]

Teiginys. Jei polinomo f (x) 2 K [x] �saknies kartotinumas yra lygus k; ir k
nesidalija i�s k�uno K charakteristikos, tai i�svestin_es f 0 (x) �saknies c kartotinumas
lygus k � 1:

I�rodymas.[.........]

Paskutinius teiginius galime apibendrinti. Tegu k�uno K charakteristika yra
lygi 0; o polinomo f 2 K [x] kanoninis skaidinys vir�sK yra a�pk11 �p

k2
2 � � � p

ks
s ; pi 6= pj :

Teiginys. Tegu polinomo f neredukuojamo daliklio pi 2 K [x] kartotinumas
yra lygus 1( ki = 1): Tada �sio polinomo n_era i�svestin_es f 0 kanoniniame skaidinyje .

I�rodymas.[.........]

Teiginys. Tegu polinomo f neredukuojamo daliklio pi 2 K [x] kartotinumas
yra lygus ki: Tada polinomo pi kartotinumas i�svestin_es f 0 kanoniniame skaidinyje
yra lygus ki � 1 .

I�rodymas.[.........]

Paskutiniojo teiginio pagalba polinom�a f galima suskaidyti dauginamaisiais
taip: f = aFr1 (x) � � �Frl (x) ; kad polinomo Fri kanoniniame skaidinyje vis�u nere-
dukuojam�u polinom�u kartotinumas yra lygus ri ( ri 6= rj ; kai i 6= j): Tai ir yra
skirtingo laipsnio dauginam�uj�u i�sskyrimas.
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Lyginiai

Apibr_e�zimas. Tegu K� k�unas, o f (x) ; g (x) ; m (x) 2 K [x] ir degm (x) �
1: Sakysime, kad polinomas f (x) lygsta polinomui g (x) moduliu m (x) ; jeigu

(f (x)� g (x))
...m (x) : Ra�sysime f (x) � g (x) (modm (x)) :

Pagringin_es lygini�u savyb_es yra �sios:

1. Reeksyvumas: su visais f 2 K [x] ; f � f (modm (x)) :

2. Simetri�skumas:
f; g 2 K [x]

f � g (modm (x))

)
() g � f (modm) :

3. Tranzityvumas:
f; g; h 2 K [x]

f � g (modm (x))
g � h (modm (x))

9>=
>; =) f � g (modm (x)) :

4.
f; g; c; d 2 Z
f � c (modm)
g � d (modm)

9>=
>; =) f � g � c� d (modm (x)) :

5.
f; g; c; d 2 Z
f � c (modm)
g � d (modm)

9>=
>;() f � g � c � d (modm) :

6. Kiekvienas polinomas f (x) lygsta moduliu m (x) tik su vienu polinomu
tokiu polinomu r (x) ; kad deg r (x) < degm (x) : �Sis polinomas r (x) yra ne kas
kitas kaip polinom�u poros f ir m dalybos su liekana teoremos liekana: f (x) =
m (x) q (x) + r (x) : Tada f (x) � r (x) (modm (x)) :

Liekan�u klas_es.

Apibr_e�zimas. Tegu f;m 2 K [x] ; ir degm � 1: Polinom�u �ziedo K [x] poaibi�

fg 2 K [x] jg � f (modm (x))g

vadinsime liekan�u klase moduliu m (x) ; kuriai atstovauja f; arba tiesiog
liekan�u klase, ir �zym_esime mKf ; arba Kf ; arba [f (x)]

m(x) = [f (x)] :
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Svarbiausios liekan�u klasi�u savyb_es yra �sios:

1. Reeksyvumas: f 2 K [x] =) f 2 Kf :

2. Simetri�skumas: f 2 Kg =) g 2 Kf :

3. Tranzityvumas:
f 2 Kg

g 2 Kf

)
=) f 2 Kg:

4. Tegu m (x) 2 K [x] ;degm (x) � 1: Atsi�zvelg�e i� tai, kad su kiekvienu
polinomu f (x) yra teisinga f (x) � r (x) (modm (x)) ; �cia r (x)� vienint_el_e tokia
polinomo f dalybos su liekana i�s m liekana, kad deg r < degm; liekan�u klas_esn
Kr(x)jdeg r (x) < degm (x)

o
yra polinom�u aib_es K [x] skaidinys, t.y.

(a) K [x] = [
r2K[x];deg r<degm

Kr(x)

(b) jeigu Kr1 \Kr2 6= ;; tai Kr1 = Kr2 .

Apibr_e�zimas. Tegu m (x) 2 K [x] ;degm (x) � 1 : Aib�e

n
Kr(x)jdeg r (x) < degm (x)

o
vadinsime polinom�u �ziedo K [x] faktofaibe moduliu m (x) ir �zym_esime
K [x] = (m (x)) :

Aib_eje K [x]= (m (x)) galima apibr_e�zti �siuos veiksmus.

Apibr_e�zimas.
K 0;K 00 2 K [x] = (m (x))

f 2 K 0; g 2 K 00

)
; tada

K 0 +K 00 def
= Kf+g

K 0 �K 00 def
= Kf �g

:

Teiginys. Sud_eties ir sandaugos veiksmai liekan�u klas_ems apibr_e�zti korekti�skai,
t.y. jie nepriklauso nuo klasi�u atstov�u f ir g parinkimo.

I�rodymas.[...........]

Pavyzd�ziai.[.........]

Teiginys. 1.Polinom�u �ziedo K [x] faktofaib_e modulium (x) ; K [x] = (m (x)) ;
sud_eties ir sandaugos operacij�u at�zvilgiu sudaro komutatyv�uji� �zied�a su vienetu.
K [x] = (m (x)) vadiname faktor�zied�ziu.
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2. Faktor�ziedis K [x] = (m (x)) yra k�unas tada ir tik tada, kada m (x)� nere-
dukuojamas polinomas.

Be i�rodymo.

Aptarkime faktor�zied�zio K [x] = (m (x)) element�u rei�skim�a. Tegu degm (x) =
n � 1:

Vis�u pirma, i� pati� k�un�a K galima �zi�ur_eti kaip faktor�zied�zio K [x] = (m (x))
poaibi�: K � K [x] = (m (x)) ; nes su visais a; b 2 K yra teisinga

[a] = [b]()

(
a� b dalijasi i�s m (x)

degm (x) � 1

)
() a� b = 0() a = b:

Taigi, klas�e [a] galime sutapatinti su pa�ciu klas_es polinomu a, kurio laipsnis yra

< degm: Tegu �
def
= [x] : Tada kiekvien�a faktor�zied�zio K [x] = (m (x)) element�a

galima reik�sti

[an�1x
n�1 + an�2x

n�2 + � � �+ a1x+ a0]
= [an�1][xn�1] + [an�2][xn�2] + � � �+ [a1][x] + [a0]

= an�1[x]n�1 + an�2[x]n�2 + � � �+ a1[x] + a0
= an�1�

n�1 + an�2�
n�2 + � � �+ a1� + a0:

Matome, kad faktor�zied�zio K [x]= (m (x)) elementai yra tiesin_es element�u
1; �; �2; :::; �n�1 kombinacijos ir tod_el �siuos elementus patogu i�sivaizduoti kaip

polinom�u i�s K (x) ( neb�utinai �si�u polinom�u laipsnis turi b�uti ma�zesnis u�z n !)
reik�smes elemente � = [x] ; atsi�zvelgiant i� tai, kad m (�) = m ([x]) = [m (x)] =
[0] = 0: Matome, kad � yra polinomo m (x) �saknis.

Pavyzdys. Tegu K� k�unas, o degm (x) = 1: Tada

K [x]= (m (x)) = f[a] ja 2 Kg = K:

Lema. Polinomas x2 + 1 yra neredukuojamas polinomas vir�s R:

I�rodymas. Sakykime x2+1 = f (x)�g (x) . Tada 2 = deg (x2 + 1) = deg f (x)+
deg g (x) : Tegu deg f = 1 (tada ir deg g = 1) ir f (x) = ax + b; a 6= 0; o g (x) =
cx+ d; c 6= 0: Tada

x2 + 1 = (ax+ b) (cx+ d) = acx2 + (ad+ bc)x+ bd

ir tod_el ac = 1; ad+ bc = 0; bd = 1: Tada d = � bc
a
ir
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1 = bd = � b2c
a

= � b2c2

ac
= �b2c2 = � (bc)2 � 0:

�Si prie�stara rodo, kad deg f 6= 1 ir tod_el arba deg f = 0 ( tada deg g = 2);
arba deg f = 2 ( tada deg g = 0): Ir vienu ir kitu atveju turime, kad polinomas
x2 + 1 yra neredukuojamas polinomas vir�s R:

I�rodyta.

8



Pavyzdys. Tegu K = R - reali�uj�u skai�ci�u k�unas, o m (x) = x2 + 1 2 R [x] :
Tada

C = R [x]= (x2 + 1) =
n
a+ b [x](x2+1) j a; b 2 R

o
yra k�unas ( nes x2+1 yra neredukuojamas polinomas vir�sR), kurio poaibiu yra

reali�uju skai�ci�u k�unas. �Sio k�uno elementus vadiname kompleksiniais skai�ciais,

o pati� k�un�a - kompleksini�u skai�ci�u k�unu. Pa�zym_ekime i
def
= [x](x2+1) . Tada

kompleksini� skai�ci�u a+ b [x] rei�skiame a+ ib ir turime
i2 = [x]2 = [x2] = [x2 + 1� 1] = [x2 + 1]� [1] = �1:
Veiksmai �siame k�une turi �sias savybes:
1) (a+ ib) + (c+ id) = (a+ c) + i (b+ d) :
2) (a+ ib)�(c+ id) = ac+i (ad+ bc)+i2bd = ac+i (ad+ bc)�bd = (ac� bd)+

i (ad+ bc) :

3) Jeigu a + ib 6= 0; tai (a+ ib)�1 = 1
a+ib = 1

a+ib �
a�ib
a�ib

= a�ib
a2+b2

=
�

a
a2+b2

�
�

i
�

b
a2+b2

�
:

Kompleksini�u skai�ci�u k�unui skirsime kit�a paskait�a.
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