2 paskaita.

Lyginiaz.

Apibrezimas. Tegu m > 1 yra sveikasis skaic¢ius. Sakysime, kad du sveikieji
skaic¢iai @ ir b lygsta moduliu m, jeigu skaic¢ius a — b dalijasi 1§ m. Rasysime:
a = b(modm). Si uzrasy vadinsime lyginiu.

Pastaba. Su visais a,b € Z yra teisinga ¢ = b(mod1).

Pavyzdys. a = b(mod 2) tada ir tik tada, kada arba « ir b yra abu lyginiai,
arba abu yra nelyginiai skaiciai.

Pagringineés lyginiy savybeés yra Sios:

1. Refleksyvumas: su visais ¢ € 7 , ¢ = a (modm).

2. Simetriskumas: " Eal;zzrioim) }<:> b=a(modm).
a,b,ce ”Z
3. Tranzityvumas: « = b(modm) } = a = ¢(modm).
b= c(modm)
a,byc,d e 7
4. a = c(modm) }:>a:|:bc:|:d(modm).
b= d(modm)
a,byc,d e 7
5. a=c¢(modm) } <= a-b=c-d(modm).
b= d(modm) }
a,be 7
6. m,c> 1 — a =b(modm).
ac = be (mod mec) }

a,be 7
7. (m,ec) =1 — a =b(modm).

ac = be(modm)

Pastaba. 3 = 15(mod6) #= 1 = 5(mod6), nes 1 # 5(mod6).

8. Kiekvienas sveikasis skaicius a lygsta mod m > 1 su vienu ir tik vienu



skai¢iumi i§ aibes {0,1,2,...,m — 1}.
Likiniy klasés.
Apibrezimas. Tegu a,m € Z, ir m > 1. Sveikyju skaic¢iy aibés Z poaibi
{b € Z|b=a(modm)}

vadinsime likiniy klase moduliu m, kuriai atstovauja a, arba tiesiog likiniy
klase, ir zymésime ,, K,, arba K,, arba a.

Pavyzdziai. 1. m =2,a=0: K, =0={be Z|b=0(mod2)} = 27 yra
visy lyginiy skai¢iy poaibis.

2.m=2a=1:K =1={be Zb=1(mod2)} yra visy nelyginiy skai¢iy
poaibis.

3. m=2a=2:Ky,=2={beZb=2(mod2)} = 27 yra visy lyginiy
skaiciy poaibis.

Svarbiausios likiniy klasiy savybes yra Sios:
1. Refleksyvumas: a € 7 = a € K,,.

2. Simetriskumas: ¢ € Ky = b € K.

a € K,

3. Tranzityvumas: be K,

} == a € K..

4. Tegu m > 1. Tada likiniy klases Ky, K1, Ky, ..., K,,_1 yra sveikyju skai¢iy
aibés 7 skaidinys, t.y.

(Cl) A= [(0 U [(1 U [(2 U...uU [(m—l;

(b) jeigu K, N K, # 0, tai K, = K, , 0<a,b<m—1.

Apibrézimas. Tegu m > 1. Aibe {Ko, K, Ky, ..., K,,_1} vadinsime likiniy
klasiy aibe moduliu m ir Zymesime Z,,.

Aibeje 7, galima apibrézti siuos veiksmus.



oo K',K" € Z, K+ K"K,
Apibrézimas. o }, < ", ¢, tada VR def ath
a€ K'.beK K -K"= K,

Teiginys. Sudéties ir sandaugos veiksmai likiniy klaséms apibrézti korektiskai,
t.y. jie nepriklauso nuo klasiy atstovy a ir b parinkimo.

Irodymas.|........... ]
Pavyzdziai.|......... ]
Veiksmy su likiniy klasemis savybes.

Tegu a,b,¢ € Z,,,.

1. Sudeéties asociatyvumas: (EL + l;) +c=a+ ((; + E) .

2. Neutralaus elemento sudéties atzvilgiu egzistavimas: egzistuoja tokia klasé
0, kad @ +0 = a. Si klase vadinama nuline klase.

3. Atvirkstinés klasés sudéties atzvilgiu egzistavimas: su visals a egzistuoja
toks (3, kad @ + b = 0. Elementas b vadinamas atvirkstiniu elementui @ sudéties
atzvilgiu ir zymimas: —a.

4. Sudéties komutatyvumas: a + b=>b-+a.

5. Sandaugos asociatyvumas: (EL b

RSy
Il
A
TN

o=
o
SN——

6. Sandaugos komutatyvumas: a-b = b - a.

7. Neutralaus elemento sandaugos atzvilgiu egzistavimas: egzistuoja tokia
klasé 1, kad @ -1 = a. Si klasé vadinama nuline klase.
a-(b+é)=a-b+a-c
8. Distributyvumas: ,_ ( _ ) I
(a—l—b) .c=a-c+b-c
Algebrines strukturos.

Apibrezimai. 1.Aibé, kurioje apibréztas sudéties veiksmas ir teisingos 1-
3 savybés, vadinama adicine grupe ( arba tiesiog, grupe); jeigu teisinga ir 4
savybé, tai vadiname komutatyvigja grupe( analogiskai yra apibréziama grupé
sandaugos veiksmo atzvilgiu arba multiplikaciné grupe).

2. Aibe, kurioje apibreézti ir sudéties, ir sandaugos veiksmai ir

- teisingos 1-5 ir 8 savybes, vadinama ziedu;

- teisingos 1-6 ir 8 savybes, vadinama komutatyviu ziedu;

- teisingos 1-5 ir7,8 savybés, vadinama ziedu su vienetu.



3. Tegu A— komutatyvus ziedas su vienetu ( teisingos 1-8 savybes). Jeigu el-
ementui a € A egzistuoja toks elementas 3 € A, kad a- 3 = 1 ( 1— neutralusis A
elementas sandaugos atzvilgiu), tai sakome, kad elementas o turi atvirkstini san-
daugos atzvilgiu ir Zzymime 3 = a~!'. Jeigu visi nenuliniai komutatyvaus su vienetu
ziedo elementai turi atvirkstinius sandaugos atzvilgiu, tai toks ziedas vadinamas
kiinu.

Pavyzdziai. 1. Realiyjyskaiciy aibé R, racionaliyjy skaiciy aibé ) yra kunai.

2. Sveikyjy skai¢iy aibé Z yra komutatyvus ziedas su vienetu, bet ne kunas,
nes visi sveikieji skai¢iai # 41 neturi atvirkstiniy sandaugos atzvilgiu.

3. Lyginiy sveikyju skaiciy aibé 27 yra komutatyvus ziedas be vieneto, nes 1
yra nelyginis skaicius.

4. Liekany moduliu m klasiy aibé Z,, yra komutatyvus ziedas su vienetu, bet
ne visada kiinas, pavyzdziui Z,, Z5 yra kiinai, bet Z4 néra kiinas, nes 2-1 = 2 # 1;

5.3 =0£1:2.3=241.
Nustatysime salygas, kurioms esant 7, yra kunas. Pradesime apibrézimu.

Apibrezimas. Liekany moduliu m klasé K vadinama primityvigja klase,
jeigu egzistuoja toks ¢ € K, kad (a,m) = 1.

Lema. Primityvioje klasése moduliu m visi skaiciai yra tarpusavyje pirminiai
su m.

Be irodymo.

Teorema. Liekany moduliu m klasé K yra primityvioji tada ir tik tada, kada
K turi atvirkstine sandaugos atzvilgiu klase ziede 7, .

Be irodymo.

Teorema. Ziedas Z,, yra kanas tada ir tik tada, kada m yra pirminis skai¢ius.

Irodymas.|........... ]

Primityviyyy klasiy multiplikacinée grupé.

Tegu U, yra primityviyjuy klasiy moduliu m aibeé, t.y.

Up ={al(a,m)=1,0<a<m—1}.

4



Sios aibés elementy skaic¢iy vadiname Oilerio funkcijos ¢ m reikime : ¢ (m).
Pavyzdziui, kai p— pirminis skaic¢ius, tai ¢ (p) = p—1. Jeigu skai¢iaus m kanoninis
skaidinys yra m = pi* --- p=, tai ¢ (m) =m (1 — p%) (1 — pL) .

Teiginys. Aibé U, sandaugos atzvilgiu sudaro multiplikacine grupe.

Be irodymo.

Dabar be jrodymuy pateiksime klasikines skai¢iy teoremas.

Oilerio teorema. Jeigu (a,m) = 1, tai ¢*™ =1 (modm).

Isvada. Jeigu (a,m) =1, tai «=' = a*™~! (modm).

Mazoji Ferma teorema. Jeigu p— pirminis skaicius, o a nesidalija i$ p, tai
a?~' =1 (modm).

Vilsono teorema. Skaic¢ius p yra pirminis tada ir tik tada, kada (p — 1)! =
—1 (mod p).

Naudodamiesi Vilsono teorema galima sukonstruoti funkcija

W-((m—l)!—l-l))

_ 0, jeigu m — pirminis
| #0, jeigu m — sudétinis

m) = sin

F o) = s (T
Tai savotiskas pirminio skaiciaus testas, tiesa praktiskai netaikomas, nes tenka

skaiciuoti (m — 1)!, o tai labai didelis skai¢ius net esant pakankamai maziems m.
Baigsime $i skyriy lyginiy ir lyginiy sistemuy sprendimu.

Teorema( kiny teorema liekanoms). Tegu mq,ma,...,my yra poromis
tarpusavyje pirminiai skaic¢iai > 1, t.y. (m;,m;) = 1, kai ¢ # j, ir tegu M =
my - me---myg. lada

x = ay (modmy)

T = ag (mod msy)

(1) lyginiy sistema turi sprendini x = xy;

x = aj (modmy)
(2) jeigu @ = x5 yra kitas sistemos sprendinys, tai 1 = a2 (mod M) .



[rodymas. [........... ]
Lyginio ax = b(modm) sprendimas.

Nagrinékime du atvejus: (a,m) =11ir (a¢,m) =d > 1.

L. (a,m)=1.

Siuo atveju, naudodamiesi Euklido algoritmu, galime rasti tokius ¢, ¢ € Z, kad
ac+ mqg = 1. Tada

abe + mbg = b = abe = b — mbg = a(be) = b(modm).

Gavome, kad xg = be yra lyginio sprendinys.

Tegu dabar @ = x; yra kitas §io lyginio sprendinys, t.y. ax; = b(modm).
Tade @0 = a1 (modm)
(a,m) =1

I3 kitos puses, jeigu y = x¢ (modm), tai ay = axg = b(modm) ir todél y yra
lyginio sprendinys.

} = 19 = 1 (modm).

Taigi, jeigu xg yra lyginio sprendinys, tai kitais lyginio sprendiniais yra skaiciai
i§ , K, ir tik jie.

2. (a,m)=d>1.
Tam, kad lyginys ax = b(modm) turéty sprendini butina, kad b dalytysi i§ d.
Tikrai, jeigu @ = x; yra lyginio sprendinys, tai
axy = b(modm) } ary —b=mq,q € 7 ary —mqg==>a }
= } } =
(a,m)=d a:d,m:d

a = ayd;m = mqd

= aydry — mydg = b= d(a1xy — miq) = b = bid.

b=byd
Taigi, turime m =mid ; = ayde = byd (modmyd) <= ayx = by (modmy)
a1 = Clld

ir (a1,my) = 1.

Tegu dabar # = 2y yra lyginio a1 = by (modmy) sprendinys. Tada lyginio
ax = b(modm) skirtingais sprendiniais mod m yra xy,z; + %, 21 +2- %, ., 2y +
(d —1) %, visi sprendiniai yra klasése ,, Ky, ,m Koy, ooym Koy (a-1)m.

Pavyzdys.

62 =3 (mod 15), (6,15) =3 =d;



2¢ =1 (modb), (2,5) = 1;
2-3=1(modb5),nes 2-34+5-(—1)=1.

Gavome, kad lyginio sprendiniai yra xy =3, 1 + %4 =3+ 5 =82, +2- 7 =
3410 =34 10 = 13. Visi sprendiniai yra klasése 153,15 Kg,15 [13.



