
2 paskaita.
Lyginiai.

Apibr_e�zimas. Tegu m � 1 yra sveikasis skai�cius. Sakysime, kad du sveikieji
skai�ciai a ir b lygsta moduliu m; jeigu skai�cius a � b dalijasi i�s m: Ra�sysime:
a � b (modm) : �Si� u�zra�s�a vadinsime lyginiu.

Pastaba. Su visais a; b 2 Z yra teisinga a � b (mod 1) :

Pavyzdys. a � b (mod 2) tada ir tik tada, kada arba a ir b yra abu lyginiai,
arba abu yra nelyginiai skai�ciai.

Pagringin_es lygini�u savyb_es yra �sios:

1. Re
eksyvumas: su visais a 2 Z ; a � a (modm) :

2. Simetri�skumas:
a; b 2 Z

a � b (modm)

)
() b � a (modm) :

3. Tranzityvumas:
a; b; c 2 Z

a � b (modm)
b � c (modm)

9>=
>; =) a � c (modm) :

4.
a; b; c; d 2 Z

a � c (modm)
b � d (modm)

9>=
>; =) a� b � c� d (modm) :

5.
a; b; c; d 2 Z

a � c (modm)
b � d (modm)

9>=
>;() a � b � c � d (modm) :

6.
a; b 2 Z

m; c > 1
ac � bc (modmc)

9>=
>; =) a � b (modm) :

7.
a; b 2 Z

(m; c) = 1
ac � bc (modm)

9>=
>; =) a � b (modm) :

Pastaba. 3 � 15 (mod6) 6=) 1 � 5 (mod 6) ; nes 1 6� 5 (mod 6) :

8. Kiekvienas sveikasis skai�cius a lygsta mod m > 1 su vienu ir tik vienu



skai�ciumi i�s aib_es f0; 1; 2; :::;m� 1g :

Likini�u klas_es.

Apibr_e�zimas. Tegu a;m 2 Z; ir m > 1: Sveik�uj�u skai�ci�u aib_es Z poaibi�

fb 2 Zjb � a (modm)g

vadinsime likini�u klase moduliu m; kuriai atstovauja a; arba tiesiog likini�u
klase, ir �zym_esime mKa; arba Ka; arba �a:

Pavyzd�ziai. 1. m = 2; a = 0 : K0 = �0 = fb 2 Zjb � 0 (mod 2)g = 2Z yra
vis�u lygini�u skai�ci�u poaibis.

2. m = 2; a = 1 : K1 = �1 = fb 2 Zjb � 1 (mod 2)g yra vis�u nelygini�u skai�ci�u
poaibis.

3. m = 2; a = 2 : K2 = �2 = fb 2 Zjb � 2 (mod 2)g = 2Z yra vis�u lygini�u
skai�ci�u poaibis.

Svarbiausios likini�u klasi�u savyb_es yra �sios:

1. Re
eksyvumas: a 2 Z =) a 2 Ka:

2. Simetri�skumas: a 2 Kb =) b 2 Ka:

3. Tranzityvumas:
a 2 Kb

b 2 Kc

)
=) a 2 Kc:

4. Tegu m > 1: Tada likini�u klas_es K0;K1;K2; :::;Km�1 yra sveik�uj�u skai�ci�u
aib_es Z skaidinys, t.y.

(a) Z = K0 [K1 [K2 [ ::: [Km�1;
(b) jeigu Ka \Kb 6= ;; tai Ka = Kb , 0 � a; b � m� 1:

Apibr_e�zimas. Tegu m > 1: Aib�e fK0;K1;K2; :::;Km�1g vadinsime likini�u
klasi�u aibe moduliu m ir �zym_esime Zm:

Aib_eje Zm galima apibr_e�zti �siuos veiksmus.
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Apibr_e�zimas.
K 0;K 00 2 Zm

a 2 K 0; b 2 K 00

)
; tada

K 0 +K 00 def= Ka+b

K 0 �K 00 def= Ka�b

:

Teiginys. Sud_eties ir sandaugos veiksmai likini�u klas_ems apibr_e�zti korekti�skai,
t.y. jie nepriklauso nuo klasi�u atstov�u a ir b parinkimo.

I�rodymas.[...........]

Pavyzd�ziai.[.........]

Veiksm�u su likini�u klas_emis savyb_es.

Tegu �a;�b; �c 2 Zm:

1. Sud_eties asociatyvumas:
�
�a+�b

�
+ �c = �a+

�
�b+ �c

�
:

2. Neutralaus elemento sud_eties at�zvilgiu egzistavimas: egzistuoja tokia klas_e
�0; kad �a+ �0 = �: �Si klas_e vadinama nuline klase.

3. Atvirk�stin_es klas_es sud_eties at�zvilgiu egzistavimas: su visais �a egzistuoja
toks �b; kad �a + �b = �0: Elementas �b vadinamas atvirk�stiniu elementui �a sud_eties
at�zvilgiu ir �zymimas: ��a:

4. Sud_eties komutatyvumas: �a+ �b = �b+ �a:
5. Sandaugos asociatyvumas:

�
�a � �b

�
� �c = �a �

�
�b � �c

�
:

6. Sandaugos komutatyvumas: �a � �b = �b � �a:
7. Neutralaus elemento sandaugos at�zvilgiu egzistavimas: egzistuoja tokia

klas_e �1; kad �a � �1 = �a: �Si klas_e vadinama nuline klase.

8. Distributyvumas:
�a �
�
�b+ �c

�
= �a � �b+ �a � �c�

�a+�b
�
� �c = �a � �c +�b � �c

:

Algebrin_es strukt�uros.

Apibr_e�zimai. 1.Aib_e, kurioje apibr_e�ztas sud_eties veiksmas ir teisingos 1-
3 savyb_es, vadinama adicine grupe ( arba tiesiog, grupe); jeigu teisinga ir 4
savyb_e, tai vadiname komutatyvi�aja grupe( analogi�skai yra apibr_e�ziama grup_e
sandaugos veiksmo at�zvilgiu arba multiplikacin_e grup_e).

2. Aib_e, kurioje apibr_e�zti ir sud_eties, ir sandaugos veiksmai ir
- teisingos 1-5 ir 8 savyb_es, vadinama �ziedu;
- teisingos 1-6 ir 8 savyb_es, vadinama komutatyviu �ziedu;
- teisingos 1-5 ir7,8 savyb_es, vadinama �ziedu su vienetu.
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3. Tegu A� komutatyvus �ziedas su vienetu ( teisingos 1-8 savyb_es). Jeigu el-
ementui � 2 A egzistuoja toks elementas � 2 A; kad � � � = �1 ( �1� neutralusis A
elementas sandaugos at�zvilgiu), tai sakome, kad elementas � turi atvirk�stini� san-
daugos at�zvilgiu ir �zymime � = ��1: Jeigu visi nenuliniai komutatyvaus su vienetu
�ziedo elementai turi atvirk�stinius sandaugos at�zvilgiu, tai toks �ziedas vadinamas
k�unu.

Pavyzd�ziai. 1. Reali�uj�u skai�ci�u aib_e R; racionali�uj�u skai�ci�u aib_e Q yra k�unai.
2. Sveik�uj�u skai�ci�u aib_e Z yra komutatyvus �ziedas su vienetu, bet ne k�unas,

nes visi sveikieji skai�ciai 6= �1 neturi atvirk�stini�u sandaugos at�zvilgiu.
3. Lygini�u sveik�uj�u skai�ci�u aib_e 2Z yra komutatyvus �ziedas be vieneto, nes 1

yra nelyginis skai�cius.
4. Liekan�u moduliu m klasi�u aib_e Zm yra komutatyvus �ziedas su vienetu, bet

ne visada k�unas, pavyzd�ziui Z2; Z3 yra k�unai, bet Z4 n_era k�unas, nes �2 ��1 = �2 6= �1;
�2 � �2 = �0 6= �1; �2 � �3 = �2 6= �1:

Nustatysime s�alygas, kurioms esant Zm yra k�unas. Prad_esime apibr_e�zimu.

Apibr_e�zimas. Liekan�u moduliu m klas_e K vadinama primityvi�aja klase,
jeigu egzistuoja toks a 2 K; kad (a;m) = 1:

Lema. Primityvioje klas_ese moduliu m visi skai�ciai yra tarpusavyje pirminiai
su m:

Be i�rodymo.

Teorema. Liekan�u moduliu m klas_e K yra primityvioji tada ir tik tada, kada
K turi atvirk�stin�e sandaugos at�zvilgiu klas�e �ziede Zm:

Be i�rodymo.

Teorema. �Ziedas Zm yra k�unas tada ir tik tada, kada m yra pirminis skai�cius.

I�rodymas.[...........]

Primityvi�uj�u klasi�u multiplikacin_e grup_e.

Tegu Um yra primityvi�uj�u klasi�u moduliu m aib_e, t.y.

Um = faj (a;m) = 1; 0 � a � m� 1g :
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�Sios aib_es element�u skai�ci�u vadiname Oilerio funkcijos ' m reik�sme : ' (m) :
Pavyzd�ziui, kai p� pirminis skai�cius, tai ' (p) = p�1: Jeigu skai�ciaus m kanoninis

skaidinys yra m = p�11 � � � p�ss ; tai ' (m) = m
�
1� 1

p1

�
� � �

�
1 � 1

ps

�
:

Teiginys. Aib_e Um sandaugos at�zvilgiu sudaro multiplikacin�e grup�e.
Be i�rodymo.

Dabar be i�rodym�u pateiksime klasikines skai�ci�u teoremas.

Oilerio teorema. Jeigu (a;m) = 1; tai a'(m) � 1 (modm) :

I�svada. Jeigu (a;m) = 1; tai a�1 � a'(m)�1 (modm) :

Ma�zoji Ferma teorema. Jeigu p� pirminis skai�cius, o a nesidalija i�s p; tai
ap�1 � 1 (modm) :

Vilsono teorema. Skai�cius p yra pirminis tada ir tik tada, kada (p � 1)! �
�1 (mod p) :

Naudodamiesi Vilsono teorema galima sukonstruoti funkcij�a

f (m) = sin

 
� � ((m� 1)! + 1)

m

!
=

"
0; jeigu m� pirminis

6= 0; jeigu m� sud_etinis
:

Tai savoti�skas pirminio skai�ciaus testas, tiesa prakti�skai netaikomas, nes tenka
skai�ciuoti (m� 1)!; o tai labai didelis skai�cius net esant pakankamai ma�ziems m:

Baigsime �si� skyri�u lygini�u ir lygini�u sistem�u sprendimu.

Teorema( kin�u teorema liekanoms). Tegu m1;m2; :::;mk yra poromis
tarpusavyje pirminiai skai�ciai > 1 , t.y. (mi;mj) = 1; kai i 6= j; ir tegu M =
m1 �m2 � � �mk: Tada

(1) lygini�u sistema

8>>><
>>>:

x � a1 (modm1)
x � a2 (modm2)

� � �
x � ak (modmk)

turi sprendini� x = x1;

(2) jeigu x = x2 yra kitas sistemos sprendinys, tai x1 � x2 (modM) :
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I�rodymas. [...........]

Lyginio ax � b (modm) sprendimas.

Nagrin_ekime du atvejus: (a;m) = 1 ir (a;m) = d > 1:
1. (a;m) = 1:
�Siuo atveju, naudodamiesi Euklido algoritmu, galime rasti tokius c; q 2 Z; kad

ac+mq = 1: Tada

abc+mbq = b) abc = b�mbq) a (bc) � b (modm) :

Gavome, kad x0 = bc yra lyginio sprendinys.
Tegu dabar x = x1 yra kitas �sio lyginio sprendinys, t.y. ax1 � b (modm) :

Tada
ax0 � ax1 (modm)

(a;m) = 1

)
) x0 � x1 (modm) :

I�s kitos pus_es, jeigu y � x0 (modm) ; tai ay � ax0 � b (modm) ir tod_el y yra
lyginio sprendinys.

Taigi, jeigu x0 yra lyginio sprendinys, tai kitais lyginio sprendiniais yra skai�ciai
i�s mKx0 ir tik jie.

2. (a;m) = d > 1:
Tam, kad lyginys ax � b (modm) tur_et�u sprendini� b�utina, kad b dalyt�usi i�s d:
Tikrai, jeigu x = x1 yra lyginio sprendinys, tai

ax1 � b (modm)
(a;m) = d

)
)

ax1 � b = mq; q 2 Z

a
...d;m

...d

9=
;)

ax1 �mq = b

a = a1d;m = m1d

)

) a1dx1 �m1dq = b) d (a1x1 �m1q) = b ) b
...d:

Taigi, turime
b = b1d

m = m1d

a1 = a1d

9>=
>; ) a1dx � b1d (modm1d) () a1x � b1 (modm1)

ir (a1;m1) = 1:
Tegu dabar x = x1 yra lyginio a1x � b1 (modm1) sprendinys. Tada lyginio

ax � b (modm) skirtingais sprendiniais mod m yra x1; x1 +
m

d
; x1 + 2 � m

d
; :::; x1+

(d� 1) m

d
; visi sprendiniai yra klas_ese mKx1 ;mKx1+

m

d
; :::;mKx1+(d�1)m

d
:

Pavyzdys.

6x � 3 (mod 15) ; (6; 15) = 3 = d;
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2x � 1 (mod 5) ; (2; 5) = 1;
2 � 3 � 1 (mod 5) ; nes 2 � 3 + 5 � (�1) = 1:

Gavome, kad lyginio sprendiniai yra x1 = 3; x1 +
m

d
= 3 + 5 = 8; x1 + 2 � m

d
=

3 + 10 = 3 + 10 = 13: Visi sprendiniai yra klas_ese 15K3;15K8;15K13:
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