
13 Paskaita
OPERATORIAUS KANONIN _ES MATRICOS IR BAZ _ES.

Tegu A - operatorius vektorin_eje erdv_eje V: Operatoriaus A charakteristinio
polinomo �A (t) kanininis skaidinys yra

�A (t) = pn11 (t) � � � pnks (t) ; o operatoriaus Aminimaliojo polinomo f (t) kanon-
inis skaidinys yra f (t) = pm1

1 (t) � � � pmk
s (t) , �cia 1 � mi � ni su visais i = 1; :::; k:

�Zinome, kad vektorin_e erdv_e V yra primari�uj�u poerdvi�u tiesiogin_e suma:

V = kerpm1

1 (A)� � � � � kerpmk
s (A) :

Operatoriaus A matrica �si�u primari�uj�u poerdvi�u bazi�u s�ajungoje yra

A =

0
BB@

A1 � � � O

� � �
. . . � � �

O � � � Ak

1
CCA ;

�cia Ai� operatoriaus A matrica poerdvyje kerpmi

i (A) su visais i = 1; :::; k:
Kiekvienas primarusis poerdvis kerpmi

i (A) yra ciklini�u primari�uj�u poerdvi�u
tiesiogin_e suma:

kerpmi
i (A) = hvi1i � � � � � hvikii ;

�cia vi1; :::; viki� generuojantys ciklinius poerdvius vektoriai su visais i:
Tegu operatoriaus A minimalusis polinomas poerdvyje hviji yra p

mij

i (t) su
visais j = 1; :::; ki: Turime, kad mi = max(mi1; :::;miki) ir ni = mi1 + � � �+miki :

Operatoriaus A matrica cikliniame poerdvyje hviji yra polinomo p
mij

i (t) ly-
din�cioji matrica Fij (Frobeniuso matrica) : Tada operatoriaus A matrica visame
primari�ajame poerdvyje yra

Ai =

0
BB@

Fi1 � � � O

� � �
. . . � � �

O � � � Fiki

1
CCA ;

o visoje vektorin_eje erdv_eje V yra



A =

0
BBBBBBBBBBBBBB@

F11 � � � O

� � �
. . . � � �

O � � � F1k1

O

� � �
. . . � � �

O

Fs1 � � � O

� � �
. . . � � �

O � � � Fsks

1
CCCCCCCCCCCCCCA

:

�Si�a matricos form�a vadina normaline Frobeniuso forma. �Sios formos pagrin-
diniai blokai - tai operatoriaus charakteristinio polinomo kaniniame skaidinyje
esan�ci�u neredukuojam�u polinom�u laipsni�u p

mij

i (t) lydin�ciosios matricos. Paro-
dysime, kaip parinkti cikliniame poerdvyje hviji baz�e, kad operatoriaus matricos
pagrindiniais blokais b�ut�u pa�cio neredukuojamo pi (t) lydin�cioji matrica. �Si ma-
tricos forma labiau atspind_es ciklinio poerdvio hviji strukt�ur�a.

Tegu operatoriaus A minimalusis ( o taip pat ir charakteristinis) polinomas
cikliniamepoerdvyje hviji yra p

mij

i (t) ir deg pi (t) = si:Kalbame apie toki�a ciklinio
poerdvio hviji baz�e:

u1 = vij; u2 = Avij; :::; usi = Asi�1vij;

usi+1 = pi (A) vij; usi+2 = Api (A) vij; :::; u2si = Asi�1pi (A) vij;
u2si+1 = p2i (A) vij; u2si+2 = Ap2i (A) vij; :::; u3si = Asi�1p2i (A) vij;
� � �

u(mij�1)�si+1 = p
mij�1
i (A) vij; :::; umij�si = Asi�1p

mij�1
i (A) vij:

Jeigu polinomas pi (t) = tsi + asi�1t
si�1 + � � �+ a0; tai

A (usi) = usi+1 � asi�1usi � asi�2usi�1 � � � � � a0u1;

A (u2si) = u2si+1 � asi�1u2si � asi�2u2si�1 � � � � � a0usi+1;

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

A
�
umij�si

�
= �asi�1umij �si � asi�2umij�si�1 � � � � � a0u(mij�1)si+1;

ir A (ui) = ui+1 su visais i; nesidalijan�ciais i�s si:
�Sioje baz_eje operatoriaus matrica cikliniame poerdvyje hviji yra
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Fi =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

Fij

1
Fij

1
Fij

1
. . .

1
Fij

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

;

�cia Fij - polinomo pi (t) lydin�cioji matrica( Frobeniuso matrica).
Operatoriaus A matrica visoje erdv_eje V taip parinkt�u bazi�u s�ajungoje yra

A =

0
BB@

F1 � � � O

� � �
. . . � � �

O � � � Fs

1
CCA :

�Sis operatoriaus matricos pavidalas vadinamas Frobeniuso -Jordano forma.

Operatoriaus matricos Frobeniuso ir Frobeniuso-Jordano form�u ir

bazi�u pavyzdys.

Tegu operatoriaus A : R8 !R8 matrica yra

A =

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 1
2 0 �1

2 0 0 0 0
2 �2 0 1 0 0 �1 �1

2

0 4
3 0 �1 0 0 1

3 0
2 0 3 �1 0 0 �1 �1

2

0 0 0 0 0 �1
4 0 0

0 0 0 0 4 �1 0 0
0 4 0 �3 0 0 1 1

2

0 0 6 0 0 0 �2 �1

1
CCCCCCCCCCCCCA
:
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Operatoriaus A charakteristinis polinomas yra lygus

�A (x) = x8 + 4x7 + 10x6 + 16x5 + 19x4 + 16x3 + 10x2 + 4x+ 1:

�Sio polinomo kanoninis skaidinys vir�s reali�uj�u skai�ci�u k�uno yra

�A (x) = (x2 + x+ 1)
4
:

Charakteristinis polinomas yra neredukuojamo polinomo x2 + x + 1 laipsnis,
tod_el visa vektorin_e erdv_e R8 yra primarusis poerdvis.

Operatoriaus A minimalusis polinomas f (x) yra charakteristinio polinomo
daliklis, tod_el

f (x) = (x2 + x+ 1)
s
;

�cia 1 � s � 4: Rasime �si� polinom�a.
Aritmetin_eje erdv_eje R8 i�srinkime standartin�e baz�e e1; e2; :::; e8 ir nagrin_ekime

operatoriaus A ir jo laipsni�u vaizdus �sioje baz_eje.

Bazinio vektoriaus e1 =

0
BBBBBBBBBBBBB@

1
0
0
0
0
0
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA

vaizdai:

A

0
BBBBBBBBBBBBB@

1
0
0
0
0
0
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA
=

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 1
2 0 �1

2 0 0 0 0
2 �2 0 1 0 0 �1 �1

2

0 4
3 0 �1 0 0 1

3 0
2 0 3 �1 0 0 �1 �1

2

0 0 0 0 0 �1
4

0 0
0 0 0 0 4 �1 0 0
0 4 0 �3 0 0 1 1

2

0 0 6 0 0 0 �2 �1

1
CCCCCCCCCCCCCA

0
BBBBBBBBBBBBB@

1
0
0
0
0
0
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA
=

0
BBBBBBBBBBBBB@

0
2
0
2
0
0
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA
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A2

0
BBBBBBBBBBBBB@

1
0
0
0
0
0
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA
=

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 1
2

0 �1
2

0 0 0 0
2 �2 0 1 0 0 �1 �1

2

0 4
3 0 �1 0 0 1

3 0
2 0 3 �1 0 0 �1 �1

2

0 0 0 0 0 �1
4

0 0
0 0 0 0 4 �1 0 0
0 4 0 �3 0 0 1 1

2

0 0 6 0 0 0 �2 �1

1
CCCCCCCCCCCCCA

20
BBBBBBBBBBBBB@

1
0
0
0
0
0
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA

=

0
BBBBBBBBBBBBB@

0
�2
2
3

�2
0
0
2
0

1
CCCCCCCCCCCCCA

A3

0
BBBBBBBBBBBBB@

1
0
0
0
0
0
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA
=

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 1
2

0 �1
2

0 0 0 0
2 �2 0 1 0 0 �1 �1

2

0 4
3

0 �1 0 0 1
3

0
2 0 3 �1 0 0 �1 �1

2

0 0 0 0 0 �1
4

0 0
0 0 0 0 4 �1 0 0
0 4 0 �3 0 0 1 1

2

0 0 6 0 0 0 �2 �1

1
CCCCCCCCCCCCCA

30
BBBBBBBBBBBBB@

1
0
0
0
0
0
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA

=

0
BBBBBBBBBBBBB@

0
0
0
2
0
0
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA

A4

0
BBBBBBBBBBBBB@

1
0
0
0
0
0
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA
=

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 1
2 0 �1

2 0 0 0 0
2 �2 0 1 0 0 �1 �1

2

0 4
3

0 �1 0 0 1
3

0
2 0 3 �1 0 0 �1 �1

2

0 0 0 0 0 �1
4

0 0
0 0 0 0 4 �1 0 0
0 4 0 �3 0 0 1 1

2

0 0 6 0 0 0 �2 �1

1
CCCCCCCCCCCCCA

40
BBBBBBBBBBBBB@

1
0
0
0
0
0
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA

=

0
BBBBBBBBBBBBB@

�1
2
�2
�2
0
0
�6
0

1
CCCCCCCCCCCCCA
:

Vektori�u sistema e1; Ae1; A
2e1; A

3e1; A
4e1 - tiesi�skai priklausoma:

e1 + 2Ae1 + 3A2e1 + 2A3e1 +A4e1 = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)T :

Vektoriaus e1 minimalusis anuliatorius yra fe1 (x) = x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 1:
Vektoriaus e1 ciklinis poerdvis he1i yra tiesinis apvalkalas [e1; Ae1; A2e1; A

3e1] :
Operatorius A matrica �siame cikliniame poerdvyje yra polinomo fe1 (x) ly-

din�cioji matrica( Frobeniusio matrica):

0
BBB@

0 0 0 �1
1 0 0 �2
0 1 0 �3
0 0 1 �2

1
CCCA :
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Vektorius e5 =

0
BBBBBBBBBBBBB@

0
0
0
0
1
0
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA
yra vienas i�s ciklinio poerdvio he1i tiesioginio papildinio

baz_es vektori�u. Jo vaizdai yra:

A

0
BBBBBBBBBBBBB@

0
0
0
0
1
0
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA
=

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 1
2

0 �1
2

0 0 0 0
2 �2 0 1 0 0 �1 �1

2

0 4
3 0 �1 0 0 1

3 0
2 0 3 �1 0 0 �1 �1

2

0 0 0 0 0 �1
4

0 0
0 0 0 0 4 �1 0 0
0 4 0 �3 0 0 1 1

2

0 0 6 0 0 0 �2 �1

1
CCCCCCCCCCCCCA

0
BBBBBBBBBBBBB@

0
0
0
0
1
0
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA
=

0
BBBBBBBBBBBBB@

0
0
0
0
0
4
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA

A2

0
BBBBBBBBBBBBB@

0
0
0
0
1
0
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA
=

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 1
2

0 �1
2

0 0 0 0
2 �2 0 1 0 0 �1 �1

2

0 4
3 0 �1 0 0 1

3 0
2 0 3 �1 0 0 �1 �1

2

0 0 0 0 0 �1
4

0 0
0 0 0 0 4 �1 0 0
0 4 0 �3 0 0 1 1

2

0 0 6 0 0 0 �2 �1

1
CCCCCCCCCCCCCA

20
BBBBBBBBBBBBB@

0
0
0
0
1
0
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA

=

0
BBBBBBBBBBBBB@

0
0
0
0
�1
�4
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA
:

Vektori�u sistema e5; Ae5; A
2e5 - tiesi�skai priklausoma:

e5 +Ae5 +A2e5 = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)T :

Vektoriaus e5 minimalusis anuliatorius fe5 (x) = x2 + x+ 1:
Vektoriaus e5 ciklinis poerdvis he5i yra tiesinis apvalkalas [e5; Ae5] :
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Operatorius A matrica �siame cikliniame poerdvyje yra polinomo fe5 (x) ly-

din�cioji matrica( Frobeniusio matrica):

 
0 �1
1 �1

!
:

Vektorius e6 =

0
BBBBBBBBBBBBB@

0
0
0
0
0
1
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA

yra vienas i�s poerdvio he1i � he5i tiesioginio papildinio

baz_es vektori�u. Jo vaizdai yra:

Ae6 =

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 1
2

0 �1
2

0 0 0 0
2 �2 0 1 0 0 �1 �1

2

0 4
3 0 �1 0 0 1

3 0
2 0 3 �1 0 0 �1 �1

2

0 0 0 0 0 �1
4 0 0

0 0 0 0 4 �1 0 0
0 4 0 �3 0 0 1 1

2

0 0 6 0 0 0 �2 �1

1
CCCCCCCCCCCCCA

0
BBBBBBBBBBBBB@

0
0
0
0
0
1
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA

=

0
BBBBBBBBBBBBB@

0
0
0
0
�1

4

�1
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA

A2e6 =

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 1
2 0 �1

2 0 0 0 0
2 �2 0 1 0 0 �1 �1

2

0 4
3 0 �1 0 0 1

3 0
2 0 3 �1 0 0 �1 �1

2

0 0 0 0 0 �1
4 0 0

0 0 0 0 4 �1 0 0
0 4 0 �3 0 0 1 1

2

0 0 6 0 0 0 �2 �1

1
CCCCCCCCCCCCCA

20
BBBBBBBBBBBBB@

0
0
0
0
0
1
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA
=

0
BBBBBBBBBBBBB@

0
0
0
0
1
4

0
0
0

1
CCCCCCCCCCCCCA

Vektori�u e6; Ae6; A
2e6 yra tiesi�skai priklausoma:

e6 +Ae6 +A2e6 = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)T :

Vektoriaus e6 minimalusis anuliatorius fe6 (x) = x2 + x+ 1:
Operatorius A matrica �siame cikliniame poerdvyje yra polinomo fe6 (x) ly-

din�cioji matrica( Frobeniusio matrica):

 
0 �1
1 �1

!
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Gavome, kad visa vektorin_e erdv_e R8 yra primari�uj�u ciklini�u poerdvi�u tiesio-
gin_e suma: R8 = he1i � he4i � he6i :

Operatoriaus A minimalusis polinomas yra polinom�u

fe1 (x) = x4 + 2x3 + 3x2 + 2x + 1; fe4 (x) = fe6 (x) = x2 + x+ 1

ma�ziausias bendras kartotinis. Bet x4 + 2x3 + 3x2 + 2x + 1 = (x2 + x+ 1)
2
;

tod_el MBK(fe1 ; fe4; fe6) = x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 1 = (x2 + x+ 1)
2
- operatoriaus

A minimalusis polinomas. Taigi, erdv_e R8� primarioji.
Operatoriaus A matrica baz_eje e1; Ae1; A

2e1; A
3e1; e4; Ae4; e6; Ae6 yra0

BBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 �1 0 0 0 0
1 0 0 �2 0 0 0 0
0 1 0 �3 0 0 0 0
0 0 1 �2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 �1 0 0
0 0 0 0 1 �1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 �1
0 0 0 0 0 0 1 �1

1
CCCCCCCCCCCCCA
:

Tai operatoriaus A matricos Frobeniuso forma.

Operatoriaus Aminimalusis polinomas yra (x2 + x+ 1)
2
= p2 (x) :Operatoriaus

A matricos Frobeniuso-Jordano forma - tai operatoriaus matrica baz_eje

u1; u2; u3; u4; u5; u6; u7; u8 :
u1 = e1; u2 = Ae1;

u3 = p (A) e1 = (A2 +A+ I) e1; u4 = Ap (A) e1 = (A3 +A2 +A) e1;
u5 = e4; u6 = Ae4;

u7 = e6; u8 = Ae6:

Operatoriaus A matrica �sioje baz_eje yra0
BBBBBBBBBBBBB@

0 �1 0 0 0 0 0 0
1 �1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 �1 0 0 0 0
0 0 1 �1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 �1 0 0
0 0 0 0 1 �1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 �1
0 0 0 0 0 0 1 �1

1
CCCCCCCCCCCCCA
:
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Operatoriaus matricos Frobeniuso-�Zordano formos pavyzdys.

Tegu operatoriaus A : R8 !R8 matrica yra

A =

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 1
2

0 �1
2

0 0 0 0
2 �2 0 1 0 0 �1 �1

2

0 4
3

0 �1 0 0 1
3

0
2 0 3 �1 0 0 �1 �1

2

0 0 0 0 0 �1
4

0 0
0 0 0 0 4 �1 0 0
0 4 0 �3 0 0 1 1

2

0 0 6 0 0 0 �2 �1

1
CCCCCCCCCCCCCA
:

Operatoriaus A charakteristinis polinomas yra lygus

�A (x) = x8 + 4x7 + 10x6 + 16x5 + 19x4 + 16x3 + 10x2 + 4x+ 1:

�Sio polinomo kanoninis skaidinys vir�s reali�uj�u skai�ci�u k�uno yra

�A (x) = (x2 + x+ 1)
4
:

Charakteristinis polinomas yra neredukuojamo polinomo x2 + x + 1 laipsnis,
tod_el visa vektorin_e erdv_e R8 yra primarusis poerdvis.

Operatoriaus A minimalusis polinomas f (x) yra charakteristinio polinomo
daliklis, tod_el

f (x) = (x2 + x+ 1)
s
;

�cia 1 � s � 4: Rasime �si� polinom�a.
Norint rasti matricos A kanonin�e Frobeniuso-�Zordano form�a, neb�utina ie�skoti

Frobeniuso-�Zordano baz_es. Pakanka suskai�ciuoti sekoje

0 = kerf0 (A) � kerf1 (A) � � � � � kerf s (A) = kerf s+1 (A)

esan�ci�u poerdvi�u dimensijas:

si = dimker f i (A) = n�rankf i (A) ;
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i = 1; 2; :::; s ; n = 8
ir pasinaudoti j� osios eil_es Frobeniuso-�Zordano blok�u skai�ciaus kj formule:

kj =
2sj � sj+1 � sj�1

d
;

�cia d = deg f (x) = 2:
Maple pagalba turime
s0 = 0;

rank(A2 +A+ I) =rank

0
BBBBBBBBBBBBB@

1 �1
2
�3

2
1
2

0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
2
3

0 �2 1
3

0 0 1
3

0
0 1 �3 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 �6 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCA
= 2

ir s1 = 8�rank(A2 +A+ I) = 8� 2 = 6;

rank(A2 +A+ I)
2
=rank

0
BBBBBBBBBBBBB@

1 �1
2 �3

2
1
2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
2
3 0 �2 1

3 0 0 1
3 0

0 1 �3 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 �6 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCA

2

=rank

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCA
= 0

ir s2 = 8�rank(A2 +A+ I)
2
= 8 � 0 = 8:

Taigi s0 = 0; s1 = 6; s2 = 8; si = 8 su visais i � 3: Tada
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k1 =
2 � 6� 8� 0

2
= 2;

k2 =
2 � 8� 8� 6

2
= 1;

k3 =
2 � 8� 8� 8

2
= 0:

Operatoriaus A matricos Frobeniuso-�Zordano formoje yra du pirmos ir vienas
antros eil_es Frobeniuso-�Zordano blokai:

0
BBBBBBBBBBBBB@

0 �1 0 0 0 0 0 0
1 �1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 �1 0 0 0 0
0 0 1 �1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 �1 0 0
0 0 0 0 1 �1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 �1
0 0 0 0 0 0 1 �1

1
CCCCCCCCCCCCCA
:
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