
12 paskaita
TIESINIAI OPERATORIAI.

Apibr_e�zimas. Tiesinis atvaizdis A : V ! V vadinamas tiesiniu operatoriumi
vektorin_eje erdv_eje V.

Tegu A;B; C - tiesiniai operatoriai erdv_eje V. Tada teisingos lygyb_es:
1. A+B = B +A:
2. (A+ B)+C = A+(B + C).
3. 9O : A+O = A . �Cia O (v) = 0 2 V:
4. 8A 9 (�A) : A+(�A) = O:
5. (AB) C = A (BC) :
6. A (B + C) = AB +AC.
7. (A+ B) C = AC + BC.
8. 9E : AE = A , EA = A. �Cia E (v) = v:
9. (�+ �)A =�A+�A .
10. � (A+ B) = �A+�B .
11. 1�A = A .
12. (��)A =� (�A) :
Operatoriai vektorin_eje erdv_eje V sudaro algebrin�e strukt�ur�a - algebr�a .
Operatoriaus A nat�uralusis laipsnis apibr_e�ziamas induktyviai:
A1 = A , Ai+1 = (Ai)A , i = 1; 2; 3; ::: .
Jeigu f (x) = anx

n + � � � + a1x + a0 , tai f (A) = anAn + � � � + a1A + a0E .
Pasteb_esime, kad A (f (A)) = f (A) (A) = anA

n+1 + an�1A
n � � �+ a1A

2 + a0A .

Apibr_e�zimas. Komutatyvi grup_e G vadinama moduliu vir�s �ziedo A ( arba
tiesiog - A - moduliu), jeigu apibr_e�zta sandauga g � a , �cia g 2 G; a 2 A ir
i�spildytos s�alygos:

1) (g1 + g2) � a = g1 � a+ g2 � a;
2) g � (a1 + a2) = g � a1 + g � a2;
3) (g1g2) � a = g1 (g2 � a) ;
4) 1G � a = a:
Vektorin_e erdv_e V , kurioje apibr_e�ztas operatorius A, tampa k [x] moduliu :
Jeigu f 2 k [x] ; tai fv := f (A) (v) ir
1) (f + g) v = (f + g) (A) = (f (A) + g (A)) v = f (A) v + g (A) v = f (v) +

g (v) :
2) f (v1 + v2) = f (A) (v1 + v2) = f (A) v1 + f (A) v2 = fv1 + fv2:



3) (fg) v = (fg) (A) v = (f (A) g (A)) v = f (A) (g (A) v) = f (A) (gv) =
f (g) v:

4) 1k[x]v = 1k[x] (A) v = Ev = v:

Koks tiesinio operatoriaus A : V ! V matricos papras�ciausias pavidalas?
Dabar bazi�u parinkimo laisv_e n_era tokia didel_e kaip tiesinio atvaizd�zio atveju:
vektorin_eje erdv_eje tenka rinktis vien�a baz�e. Norint surasti t�a vektorin_es erdv_es
baz�e, kurioje tiesinio operatoriaus matrica turi papras�ciausi�a pavidal�a, teks na-
grin_eti ypatingus V poerdvius.Pasteb_esime, kad visos operatoriaus A matrica
turi pavidal�a C�1AC; �cia A� operatoriaus A matrica kurioje nors baz_eje, o C�
nei�ssigimusi keitimo matrica, tod_el vis�u �si�u matric�u charakteristiniai polinomai
yra lyg�us. �Sis polinomas vadinamas operatoriaus A charakteristiniu polinomu.

Invariantiniai poerdviai.

Apibr_e�zimas. Tegu A : V ! V - tiesinis operatorius. Perdvis U � V vadi-
namas invariantiniu poerdviu, jeigu Au 2 U su visais u 2 U:

Tegu u1; :::; um� invariantinio poerdvio U baz_e. Papildykime �siuos tiesi�skai
nepriklausomus vektorius iki visos vektorin_es erdv_es V baz_es: u1; :::; um; vm+1; :::; vn:
Tada operatoriaus A vaizdai �sioje baz_eje yra

A (u1) = a11u1 + � � �+ am1um
...
A (um) = a1mu1 + � � �+ ammum
A (vm+1) = a1;m+1u1 + � � �+ am;m+1um + am+1;m+1vm+1 + � � �+ an;m+1vn
...
A (vn) = a1;nu1 + � � �+ amnum + am+1;nvm+1 + � � �+ annvn;
t,y.
A (u1; :::; um; vm+1; :::; vn) =

(u1; :::; um; vm+1; :::; vn)

0
BBBBBBBB@

a11 � � � a1m a1;m+1 � � � a1n
� � � � � � � � � � � � � � � � � �
am1 � � � amm am;m+1 � � � amn

0 � � � 0 am+1;m+1 � � � am+1;n

� � � � � � � � � � � � � � � � � �
0 � � � 0 an;m+1 � � � ann

1
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�cia A1� operatoriaus A matrica invariantiniame poerdvyje U ( vadiname op-
eratoriaus A siauriniu invariantiniame poerdvyje U ir �zymime AjU ):

AjU (u1; :::; um) = (u1; :::; um)A1:
Turime
A (vm+1) � am+1;m+1vm+1 + � � �+ an;m+1vn (modU)
...
A (vn) � am+1;nvm+1 + � � �+ annvn (modU) ;

tod_el A2 yra operatoriaus �A: V=U ! V=U matrica( operatorius �A vadina-
mas indukuotu faktorerdv_eje operatoriumi). �Sis operatorius apibr_e�ziamas formule
�A (�v) = A (v) , t.y. �A (v + U) = A (v)+U: Apibr_e�zimas yra korekti�skas, nes jeigu
v1 � v2 (modU) ; t.y. v1�v2 2 U; tai A (v1 � v2) 2 U ir A (v1) � A (v2) (modU) :

Teorema. Tegu A - operatorius vektorin_eje erdv_eje V; o U� invariantinis
V poerdvis. Tada charakteristinis operatoriaus A polinomas �A (t) = �AjU (t) �
��A

(t) :

I�rodymas. �A (t) = det (tIn �A) = det

 
tIm �A1 B

O tIn�m �A2

!
=

= det (tIm �A1) � det (tIn�m �A2) = �AjU (t) � ��A
(t) :

I�rodyta.

Operatoriaus A matrica supaprast_eja, jeigu vektorin_e erdv_e V yra invari-
antini�u poerdvi�u tiesiogin_e suma: V = U1 � � � � � Uk: Apjung�e invariantini�u
poerdvi�u Ui bazes, tur_etume V baz�e. Operatoriaus A matrica �sioje baz_eje yra

A =

0
BB@

A1 � � � O

� � �
. . . � � �

O � � � Ak

1
CCA ; �cia A1; :::; Ak yra operatoriaus A siaurini�u invariantiniu-

ose poerdviuose U1; :::; Uk matricos.
Norint supaprastinti operatoriaus matric�a stengsimes, kiek tai i�manoma, vek-

torin�e erdv�e skaidyti invariantini�u poerdvi�u tiesiogine suma.
Dabar pateiksime pirmuosius invariantini�u poerdvi�u pavyzd�zius.

Teorema. Tegu A - operatorius vektorin_eje erdv_eje V vir�s k�uno k , o poli-
nomas f (x) 2 k [x] : Poerdviai kerf (A) ir imf (A) yra invarintiniai V poerdviai.

I�rodymas. Tegu v 2 kerf (A) ; t.y. f (A) (v) = 0: Tada f (A) (A (v)) =
A (f (A) (v)) = A (0) = 0 ir A (v) 2 kerA: Gavome, kad kerf (A) yra invarianti-
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nis V poerdvis.
Tegu v 2 imf (A) ; t.y. v = f (A) (u) ; �cia u 2 V: Tada A (v) = A (f (A) (u)) =

f (A) (A (u)) ; t.y. A (v) 2 imf (A) : Gavome, kad imf (A) yra invariantinis V
poerdvis.

I�rodyta.

Cilkinis poerdvis ir minimalusis anuliatorius.

Dabar sukonstruosime papras�ciausi�a invariantini� V poerdvi�.
Tegu v 2 V: Vektori�u v;A (v) ;A2 (v) ; ::: sekoje parinkime tiesi�skai neprik-

lausom�a vektori�u sistem�a v;A (v) ;A2 (v) ; :::;Ak�1 (v) taip, kad vektori�u sistema
v;A (v) ;A2 (v) ; :::;Ak�1 (v) ;Ak (v) jau b�ut�u tiesi�skai priklausoma. Tada

Ak (v) = �a0v � a1A (v)� a2A2 (v)� � � � � ak�1Ak�1 (v) ;
arba f (A) (v) = 0; �cia f (t) = tk + ak�1t

k�1 + ak�2t
k�2 + � � �+ a2t

2 + a1t+ a0:
Vektori�u v;A (v) ;A2 (v) ; :::;Ak�1 (v) tiesinis apvalkalas

P =
h
v;A (v) ;A2 (v) ; :::;Ak�1 (v)

i
yra invariantinis V poerdvis. Jeigu v 2 P;

tai v = b0v + b1A (v) + � � � + bk�1Ak�1 (v) ir A (v) = b0A(v) + b1A2 (v) + � � � +
bk�2Ak�1 (v) + bk�1Ak (v) =

= b0A(v) + b1A2 (v) + � � �+ bk�2Ak�1 (v)+

+bk�1

�
�a0v � a1A (v)� a2A2 (v)� � � � � ak�1Ak�1 (v)

�
2 P:

Bet kuris invariantinis V poerdvis poerdvis U; kuriame yra vektorius v; turi
taip pat ir vektorius A (v) ;A2 (v) ; :::;Ak�1 (v) ; t.y. U � P: Gavome, kad P yra
ma�ziausias invariantinis poerdvis, turintis vektori�u v:

Apibr_e�zimas. Ma�ziausias invariantinis poerdvis turintis vektori�u v vadina-
mas cikliniu poerdviu, generuojamu vektoriumi v; ir �zymimas hvi :

Apibr_e�zimas. Polinomas g (t) vadinamas vektoriaus v anuliatoriumi, jeigu
g (A) (v) = 0:

Polinomas f (t) yra ma�ziausio laipsnio ir vienint_elis �sio laipsnio unitarusis vek-
toriaus v anuliatorius. Tikrai, jeigu c0 + c1t + � � � + ck�1t

k�1 yra vektoriaus v
anuliatorius, tai c0v + c1A (v) + � � �+ ck�1Ak�1 (v) = 0: Tai teisinga tik tada, kai
c0 = c1 = � � � = ck�1 = 0; nes v;A (v) ;A2 (v) ; :::;Ak�1 (v)� tiesi�skai nepriklau-
soma sistema.
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Apibr_e�zimas. Ma�ziausio laipsnio vektoriaus v anuliatorius vadinamas vek-
toriaus v minimaliuoju anuliatoriumi.

Teorema. Vektoriaus v bet kuris anuliatorius dalijasi i�s vektoriaus v mini-
malaus anuliatoriaus.

I�rodymas. Tegu g (t)� vektoriaus v anuliatorius, o f (t)� minimalisis vek-
toriaus v anuliatorius. Padalykime polinom�a g (t) i�s polinomo f (t) su liekana:
g (t) = q (t) f (t)+r (t) ; �cia deg r (t) < deg f (t) : Tada g (A) = q (A) f (A)+r (A)
ir g (A) (v) = q (A) (f (A) (v))+ r (A) (v) = r (A) (v) = 0: Bet f (t)� minimalaus
laipsnio vektoriaus v anuliatorius, tod_el r (t) � 0:

I�rodyta.

Operatoriaus matrica cikliniame poerdvyje ir jos charakteristinis polinomas.

Tegu A : V ! V - operatorius vektorin_eje erdv_eje, o P = hvi� ciklinis po-
erdvis, generuojamas vektoriumi v; kurio minimalusis anuliatorius yra polinomas
f (t) = tk + ak�1t

k�1 + � � � + a1t + a0: Viena i�s poerdvio P bazi�u - tai vektori�u
v;A (v) ;A2 (v) ; :::;Ak�1 (v) sistema. �Sios sistemos vaizdai operatoriaus at�zvilgiu
yra

A (v) = A (v)
A (A (v)) = A2 (v)

� � �

A
�
Ak�2 (v)

�
= Ak�1 (v)

A
�
Ak�1 (v)

�
= �a0� a1A (v)� a2A2 (v)� � � � �ak�1Ak�1 (v)

ir operatoriaus A matrica �sioje baz_eje yra

A =

0
BBBBBB@

0 0 � � � 0 �a0
1 0 � � � 0 �a1
0 1 � � � 0 �a2
� � � � � � � � � � � � � � �
0 0 � � � 1 �ak�1

1
CCCCCCA
:

Apibr_e�zimas. Matrica A vadinama polinomo f (t) lydin�ci�aja matrica.

Teiginys. Operatorius A charakteristinis polinomas cikliniame poerdvyje hvi
yra lygus vektoriaus v minimali�ajam anuliatoriui: �Ajhvi (t) = f (t) :
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I�rodymas. Operatorius A charakteristinis polinomas cikliniame poerdvyje
hvi yra lygus

�Ajhvi (t) = det

0
BBBBBB@

t 0 � � � 0 a0
�1 t � � � 0 a1
0 �1 � � � 0 a2
� � � � � � � � � � � � � � �
0 0 � � � �1 t+ ak�1

1
CCCCCCA
:

Prie determinanto pirmosiosios eilut_es prid_ekime antr�aj�a, padaugint�a i�s t;
tre�ci�aj�a, padaugint�a i�s t2; :::; paskutini�aj�a, padaugint�a i�s tk�1: Gausime

�Ajhvi (t) = det

0
BBBBBB@

0 0 � � � 0 f (t)
�1 t � � � 0 a1
0 �1 � � � 0 a2
� � � � � � � � � � � � � � �
0 0 � � � �1 t+ ak�1

1
CCCCCCA

�
=

(�1)k+1 f (t) det

0
BBB@
�1 t � � � 0
0 �1 � � � 0
� � � � � � � � � � � �
0 0 � � � �1

1
CCCA = (�1)k+1 (�1)k�1 f (t) = f (t) :

Lygyb_eje
�
= determinant�a skleid�ziame paskutiniuoju stulpeliu.

I�rodyta.

I�svada. Operatoriaus A charakteristinis polinomas �A (t) visoje vektorin_eje
erdv_eje V dalijasi i�s kiekvieno vektoriaus minimaliojo anuliatoriaus, t.y. �sis poli-
nomas yra kiekvieno vektoriaus anuliatorius ir tod_el operatorius �A (A) yra nulinis
operatorius erdv_eje V : �A (A) = O: �Sis faktas dar vadinamas Cayley- Hamilton'o
teorema. �Sios teoremos matricinis pavidalas yra toks: kiekviena kvadratin_e ma-
trica yra savo charakteristinio polinomo �saknimi: �A (A) = 0:

Operatoriaus minimalusis polinomas ir primarusis poerdvis.

TeguA : V ! V - operatorius erdv_eje V; vektoriai v1; :::; vn� vektorin_es erdv_es
V baz_e, o f1 (t) ; :::; fn (t) - �si�u vektori�u minimalieji anuliatoriai. Tegu polinomas
f (t) yra polinom�u f1 (t) ; :::; fn (t) ma�ziausias bendras kartotinis:

f (t) =MBK(f1 (t) ; :::; fn (t)) :
Operatorius f (A) = O; nes
f (A) (a1v1 + � � � anvn) = a1f (A) (v1) + � � �+ anf (A) (vn) = 0;
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�cia a1v1 + � � � anvn� bet kuris V vektorius.
Polinomas f (t) yra ma�ziausio laipsnio polinomas, pasi�zymintis �sia savybe: tai

patikriname, taikydami dalumo su liekana teorem�a polinomams ir ma�ziausio ben-
dro kartotinio apibr_e�zimo.

Apibr_e�zimas.Polinomas f (t) vadinamas minimaliuoju operatoriaus A poli-
nomu.

Minimal�uji�operatoriaus polinom�a galime gauti ir kitaip. Tegu vektorin_e erdv_e
V yra lygi savo poerdvi�u U1; :::; Uk sumai( nebutinai tiesioginei): V = U1 + � � �+
Uk: Tada operatoriaus A minimalusis polinomas yra lygus ma�ziausiam bendram
minimali�uj�u operatoriaus A polinom�u poerdviuose U1; :::; Uk dalikliui:

fA (t) =BMK
�
fAjU1

(t) ; :::; fAjUk (t)
�
:

I�s Cayley-Hamiltono teoremos �zinome, kad operatoriaus A charakterstinis poli-
nomas �A (t) yra operatoriaus A anuliatorius: �A (A) = O: Tod_el minimalusis
operatoriaus A polinomas yra charaktristinio polinomo daliklis.

Prisiminkime, kad minimalusis operatoriaus polinomas ciklin_eje vektorin_eje
erdv_eje sutampa su charakteristiniu polinomu. Tokio operatoriaus matrica yra
Frobeniuso matrica. Mes parodysime, kaip vektorin�e erdv�e suskaidyti ciklini�u po-
erdvi�u tiesiogine suma.

Apibr_e�zimas. Vektorin_e erdv_e V vir�s k�uno k su operatoriumi A vadinama
primari�aja, jeigu minimalusis operatoriaus A polinomas �sioje erdv_eje yra nere-
dukuojamo vir�s k polinomo laipsnis.

Vektorin�e erdv�e V galime suskaidyti primari�uj�u invariantini�u poerdvi�u tiesiogine
suma.

Teorema. Tegu f (t)� operatoriaus A minimalusis polinomas vektorin_eje
erdv_eje V ir f (t) = pm1

1 (t) � � � pmk

k (t)� polinomo f (t) kanonins skaidinys. Tada
vektrorin_e erdv_e V yra primari�uj�u invariantini�u poerdvi�u P1 = kerpm1

1 (A) ; :::;
Pk = ker pmk

k (A) tiesiogin_e suma: V = P1 � � � � � Pk: Operatoriaus A minimal�us
plonomai poerdviuose P1; :::; Pk yra lyg�us atitinkamai pm1

1 (t) ; :::; pmk

k (t) :
Be i�rodymo.

Teorema. Primarioji vektorin_e erdv_e yra lygi ciklini�u primari�uj�u poerdvi�u
tiesioginei sumai.
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Paai�skinsime kaip toki� skaidini� gauti.
Tegu V - primarioji erdv_e operatoriaus A : V ! V at�zvilgiu ir pm (t)�

minimalusis operatoriaus polinomas erdv_eje V; �cia p (t)� neredukuojamas s�
ojo laipsnio polinomas. Tegu v1; v2; :::; vn� V baz_e ir pm1 (t) ; pm2 (t) ; :::; pmn (t)�
minimal�us �si�u bazini�u vektori�u anuliatoriai.

�Zinome, kad pm (t) = MBK(pm1 (t) ; pm2 (t) ; :::; pmn (t)) , tod_el egzistuoja toks
bazinis vektorius, kurio minimalusis anuliatorius sutampa su minimaliuoju op-
eratoriaus A polinomu, sakykim tai vektorius v1 : pm1 (t) = pm (t) ir m1 = m:
Papildykime ciklinio primariojo poerdvio, generuot�a vektoriumi v1 :

hv1i = [v1;A (v1) ;A2 (v1) ; :::;Asm�1 (v1)]

baz�e iki visos erdv_es baz_es: v1;A (v1) ;A2 (v1) ; :::;Asm�1 (v1) ; v0sm; :::; v
0
n taip,

kad

V = hv1i � [v0sm; :::; v
0
n] :

Poerdvis V1 = [v0sm; :::; v
0
n] - v_el primarusis ir t�esdami tai k�a atlikome vektorinei

erdvei V gausime erdv_es V1 ciklini�primar�uji� poerdvi� hv02i . Randame �sio poerdvio
tiesiogini� papildini� V2 : V1 = hv02i � V2: Taip t�esdami gausime visos vektorin_es
erdv_es V skaidini� primari�uj�u ciklini�u poerdvi�u tiesiogine suma.

Teorema. Ciklin_es primariosios vektorin_es erdv_es V su operatoriumi A ir
charkteristiniu polinomu pm (t) invariantiniai poerdviai yra AV;A2V; :::;Am�1V;
kurie sudaro ma�z_ejan�ci�a eilut�e:

V � AV � AV � � � � � Am�1V � AmV = 0:

Taigi, ciklin_eje primarioje vektorin_eje erdv_eje jau n_era tiesiogini�u invariantini�u
d_emen�u, t.y. �sios vektorin_es erdv_es jau negalima sukaidyti invariantini�u poerdvi�u
tiesiogine suma.
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