10 paskaita.
Fuklido erdvés.

Apibrezimas. Vektoriné erdvé E virs realiyjy skaiciy kuno vadinama FEuklido
erdve, jeigu joje apibréita skaliariné sandauga, t.y. tokia funkcija, kuri vektoriy
porai u,v € F priskiria realyjj skaiciy (u,v) € R ir tenkina aksiomas:

S1) (u,v) = (U u) su visais u,v € F;

Uy + uz,v) = (ug,v) + (ug,v) su visais uy, uz, v € F;

v) a(u v) su visais u,v € E ir a € R;

u,u)ZOsumsmsuEE ir (u,u)=0 & u=0.

Apibrezimai.l. Vektoriaus v € E ilgiu vadinamas neneigiamas skaicius

[o]l = /(v,0) -

2. Atstumu tarp vektoriy u ir v vadinamas skai¢ius d (u,v) = ||ju <v]|.

Teiginys. Vektoriaus v ilgis ||v|| tenkina sias savybes:
Nl) |v]| > 0 ir ||v|| =0 & v = 0.
N2) ||av|| = |a] - ||v|| su visais v € E ir a € R.
N3) ||u + o] < ||u|[ + ||v|| su visais u,v € E.
Al) d(u, )201rd(u,v)-0<:>u—v.
A2) d(uv) = d(v,0).
A3) d(u, v) < d(u,w)+ d(w,v) - trikampio nelygybé
Irodymas. Savybés N1, N2, Al ir A2 yra tiesiogines S1-S4 isvados. Savybes
N3ir A3 irodymas remiasi Cauchy-Schwarz nelygybe, kuria irodysime zemiau.

Teorema( Cauchy-Schwarz-Buniakovskio nelygybeé). Fuklido erdvéje
teisinga nelygybé

| (s o) < |- [l

su visais u,v € F.

Irodymas. Nagrinékime kvadratine funkcija ¢ atzvilgiu f (t) = (u + tv,u + tv) =

(u,u) + 2t (u,v) + t* (v,v). 1§ apibrézimo turime, kad f(¢) > 0 su visomis ¢
reiksmémis, todél D = &4 (v,v) - (u,u) + 4 (u,v)* <0 = (u,v)* < (u,u) (v,v) ir
(u,v) < [[ul] - [[o]].



Pastebésime, kad f(t) = 0 & (u+tv,u+tv) = 0 & wu ir v yra tiesiskai
priklausome sistema.
Irodyta.

Apibrezimas. Fuklido erdvéje apibréZiama kampo tarp nenuliniy vektoriy u
ir v squoka:

()
0s (00) = ol

Pavyzdys. Aritmetinéje erdveje R, skaliariné sandauga apibréziama lygybe:
L1 Y1
N R = x1y1 + -+ + 2.y, Tada Cauchy-Schwarz-Buniakovskio

Ly Yn
nelygybé Euklido erdveje yra zinoma skaitine nelygybe

e otz <ottt a4yl

su visals realials skaicials 1, ..., Tu, Y1y ees Yn.

Apibrezimas. 1.Nenuliniai vektoriai w ir v vadinami ortogonaliais, jeigu

(u,v) = 0.

2. Vektorius u vadinamas normuotu, jeigu |jul| = 1.

3. Fuklido erdvés bazé ey, ey, ..., e, vadinama ortogonalia, jeigu Sie vektoriai
yra poromis ortogonalus, t.y. (e;,e;) = 0, kai 1 < ¢ # j < n, ir ortonormuota,
Jeigu beto vektoriai yra normuoti, t.y. ||e;]| =1 su visais 1.

Teiginys. Jeigu nenuliniy vektoriy sistemos ey, es, ..., €, vektoriai yra poromis

ortogonalus ( vektoriy sistema yra ortogonali), tai §i sistema yra tiesiskai neprik-
lausoma.

Irodymas. Tegu e;,es, ..., €, yra ortogonali vektoriy sistema. Nagrinekime
lygybe

aje; + -+ ane, = 0.

Tada (alel + - amemvei) = da (elvei) + ot (eivei) + -t an (emvei) —

a; (€, 6e;) =0ir a; =0 su visais ¢ = 1,...,m.



Irodyta.

n
Tegu ey, €3, ..., e,< ortogonalioji Euklido erdvés baze, o v = Zaiei iru =
i=1

n
ijej . Turime
i=1

n n n n
(w,v) = | Daiei, D _bjej | = D aibj(eie;) =D aibi(eier).
=1 7=1 7,75=1 =1
Jeigu ., beto, ey, €9, ..., €, ortonormuota Eukido erdvés baze, tai

n

Ar visada Euklido erdvéje egzistuoja ortogonali ir ortonormuota bazé 7 1 si
klausima teigiamai atsako

Teorema( J.P.Gram - E.Schmidt ortogonalizacijos procesas). Fuk-
lido erdves E kiekvienai tiesiskai nepriklausomai sistemai uy, usg, ..., U, egzistuoja
veinaretksmiskai apibrézta tokia vektoriy sistema vy, vy, ..., Uy, kad

1) vektoriai vy, v, ..., vy poromis ortogonalus( t.y. sistema yra ortogonali);

2) v, Suy € [Uur,y e ] su visais 2 < i < m.

Irodymas. Indukcija pagal m. Kai m = 1, tai vy = uy ir teiginys jrodytas.
[rodysime indukcinj teigini m <1 = m. Pagal indukcijos prielaida, vektoriy

U, ..., Uy—1 Sistemal egzistuoja tokia ortogonali vektoriy vy, ..., v,,_1 sistema, kad
v; Sup € Uy, ..., ui—q] su visais 2 < 1 < m & 1. Pastebesime, kad [ug, ..., u,—1] =
[01, ey Um—1], Mes su visais j = 1,2,...,m <1 vektoriai v; = w; + (v; Su;) €
[Ug, .oy Up—1] it beto sistema vy, ..., v,,_1 yra tiesiskai nepriklausoma ir todél su-
daro [uy,...,u,,_1] baze. leSkomas vektorius v, turi tenkinti sias savybes:

1) (vm,v1) =+ = (U, Upe1) =0

2) Uy Sty € [Utyeeny U] = [V1, ey V1] -

Taigi, vektorius v, turety buti lygus v,, = u,, + Ajvy + -+ - + Ai_10,,—1. Tada

0= (vm,v1) = (U + X101 + -+ Apo1Vp—1,01) =
(U, v1) + A1 (v1,01) = Ay = @g%l ,

[Jv1



0= (Umavm—l) = (um + )\lvl + -+ )\m—lvm—lavm—l) =
(Umy Vm—1) + Am—11 (Vm—11, Vm—11) = Ape11 = lummy)

llom—[*

Gavome, kad vektorius v, = u,, <:>(1|L|Z’|T2l) IR @% *Um—1-
i

Irodyta.
Pastaba. [$ Gramo-Schmidto ortogonalizacijos proceso turime, kad bet ku-

rioje Euklido erdvéje egzistuoja ortogonali baze, o jeigu jos vektorius dar ir nor-
muoti, tal ir ortonormuota baze.

Apibrezimas. Jeigu U yra Fuklido erdvés E poerdvis, tai aibé
Ut ={veFE:(v,u) suvisais u € U}

vadinama poerdvio U ortogonalivoju papildiniu.
Svarbiausios ortogonalaus papildinio savybes yra Sios:

1. Ut yra E poerdvis.

2. Jeigu uy, ..., u,, yra U bazé, tai Ut = {v € E|(v,u;) = 0,1 =1,...,m}.
3.UNnU+=0.

4. dimU* = dim F <dim U.

5. E=Ua U™

6. (U4) =

Taikymai.

1. Ortogonalusis papildinys ir tiesiniy lygéiy sistema.
Teiginys. Tegu V' yra Euklido erdveés R™ poerdvis, generuotas eilutémis vy =

(@115 ooy @1p) 5 ooy Uy = (Gt ooy ), 1T 0 = (21, ..., 2,) € R". Tada sios salygos
yra ekvivalentiskos:

yveVt

2) (v,v;) =0 su visais ¢ = 1,...,m.

3) (21, ..., x,) yra tiesinés lygéiy sistemos

anry + -+ ayx, =0

11+ + ATy = 0



sprendinys, t.y. V+ yra $ios sistemos sprendiniy aibe.

2. Tiesiniy lygciy sistemos mazZiausiy kvadraty sprendinys.

Tegu Av = b yra tiesiniy lygciy sistema, kurios matricoje A yra m eiluciy
ir n stulpeliy, ir ji neturi sprendiniy. Su kiekvienu v € R, vektorius b & Av
vadinamas nesuderamumo vektoriumi. Sistemos maziausiy kvadraty spren-
diniu vadiname tokj vektoriy vg, kad vektoriaus b < Avg ilgis yra maziausias, t.y.
||b < Avg| :Urgfi{n |b < Av||. Parodysime, kaip rasti § sprendinj.

Tegu v = (xl,...,xn)T ir Av = xy¢; + -+ -x,0,, Cla cq,...,c, yra matricos A
stulpeliai. Aigku, kad vektoriy aibé V = {Av|v € R,,} C R,, yra poerdvis lygus
matricos A stulpeliy ¢q, ..., ¢, tiesiniam apvalkalui [eq, ..., ¢,] . Vektoriaus u ats-

tumu iki poerdvio V vadinamas mi‘g |lu wl||. Teguu = +y, dlax € V,y € V*
we

Tada |lu w|’ = (r w4y, zsw+y) = (z w, 2 Sw) + (y,y), nes © Sw
ir y yra ortogonalus. Aisku, kad minimumas pasiekiamas, kai ¢ = w ir lygus
(y,y) = |ly||*. Gavome, kad vektoriaus u atstumas iki poerdvio V yra lygus vek-
toriaus u ortogonalios sudaromosios y ilgiui ir realizuojamas, kai w yra vektoriaus
u ortogonalioji projekcija x.

Taigi vektorius v turi buti toks, kad Av buty vektoriaus b ortogonalioji projek-
cija poerdvyje V = {Av|v € R, } . Vektoriui v surasti naudosime tokia procedura:

1) Raskime ortonormuota matricos A stulpeliy ¢y, ..., ¢, tiesinio apvalkalo V' =
[c1, ..., ¢,] baze.

2) Raskime vektoriaus b projekcija p poerdvyje V.

3) Isreikskite vektoriy p stulpeliy ¢i, ..., ¢, tiesine kombinacija: p = x1¢; +
e xpey. Tada v = (24, ..., l’n)T ir yra ieskomas vektorius.

Parodysime, kaip kitaip galima rasti maziausiy kvadraty sprendini. Pastebesime,
kad v yra maziausiy kvadraty sprendinys sistemai Av = b tada ir tik tada, kada
Av&bortogonalus V = [y, ..., ¢,]| ©&matricos A stulpeliy tiesiniam apvalkalui. Bet
vektorius z € R™ yra ortogonalus V tada ir tik tada, kada jis yra sistemos ATz = 0
sprendinys, ¢ia AT < transponuota A matrica. Taigi, v yra maziausiy kvadraty
sprendinys sistemai Av = b tada ir tik tada, kada v yra sistemos AT (Av &b) =0
sprendinys, t.y.

AT Av = ATh.

Gavome, kad sistemos Av = b maziausiy kvadraty sprendinys yra sistemos
AT Av = ATh sprendinys.



3. Gramo matrica.

Apibrezimas. Tegu vy, ..., v, yra Euklido erdvés F vektoriy sistema. Matrica
01 (Ulvvl) (U17U2) e (Ulvvn)
v Vg,V Vg, U)o (vg,,
G(vl,...,vn) = .2. 7(U17U27"'7vn) = ( 2 1) ( 2 2) ( 2 )
Vs (Vs v1) (vayv2) o0 (Vn,v4)
vadinama sistemos vy, ..., v, Gramo matrica.
Pastaba.l. Vektoriy sistema vy, ..., v, yra tiesiskai nepriklausoma tata ir tik
tada, kada sistemos Gramo matrica Gy, .. ,) neissigimusi, t.y. det Gy, .. v, 7# 0.
2. 18 apibrézimo turime, kad bazé vy, ..., v, yra ortonormuota tada ir tik tada,
kada bazés vy, ..., v, Gramo matrica yra vienetiné.

Tegu vy, ..., v, yra Euklido erdves K baze ir u, v&du E vektoriai:

T
a1 a1 b1

u=(v,ec,vn) | - =1 - (vl,...,vn)T irv=(v1,...,05)

ap ap b,

T
aq bl
(U,U) = (Uh 7Un)T7(U17 "7Un) =
. by
U1 bl
(ary ey @) SCTRYN B -
Un bn
(3 by by
(a17.--7a71) 7(U17“‘7vn) = (a17”'7an) G(Ul""’vn)
Up bn bn



Gramo matricos geometriné prasme.

Apibrezimas.1. Tegu uy, ..., u,, yra Euklido erdvés F vektoriai. Aibée
Pug,yoytty) ={arus + - apug|0 <a; < Lyi=1,...,m}

vadinama gretasieniu.

2. Gretasienio P (ug, ..., u,y) turis Vi, (uq, ..., 4y, ) yra apibréziamas induktyviai:

1) Vi (u1) = [|ual]5

2) Voo (uty ey tty) = Viog (U1, ey Um—1) - h, ¢ia h& aukstiné, kuri yra lygi
h = ||v||, o vektorius v apibréziamas lygybémis: (v,u1) = -+ = (v, Up—1) = 0 ir
U, SV € [Unyeeey Up—1] -

Parodysime, kad aukstiné A apibrésta korektiskai. Tegu v; vektorius, tenk-
inantis salygas: (vi,u1) = -+ = (U1, Upo1) 1T Uy S V1 € (U, .o, Up—1] . Tada
v v = (U S01) + (U, SV) € [Uty ooy Upp—1] , bV

VU = AUy F o G U1,
(v&ev,u) = = (VSv,Up-1) =0

ir (vev,au+ - F ap1tme1) =0 = (v SV, v ESv) & v =0
Teorema. (V,, (uy, ..., um))2 = det Gu,,...um)-

[rodymas. Indukcija pagal m.

Kai m = 1, tai (Vi (1))" = r]f? = (ur, ) = det ((ur, u1)).
[rodysime indukcinj teigini (m <1 = m).

Tegu v yra aukstines vektorius. Tada

Uy, = A 1U7 F ° F Q1 U1 F U,

(v,up) = = (v, Up-1) = 0.
Tada
det G(ul,...,um) =
(ur,ur) oo (i, o) (Wi, aqug + - F Qg U + V)
det (ug,ur) - (ugyUp—1) (U, a1ty 4+ + Qo1 Upe1 + V)
(Ums 1) o (Upy Um—1) (U, @1ug + -+ @1 U1 + V)

7



Atimkime 1§ paskutiniojo stulpelio pirmaji stulpeli padauginta 18 ay, antraji
stulpeli padauginta 18 ag, ..., m-1 -aji stulpeli padauginta i$ a,,_;. Turésime

(ulvul) (ul,um_l) (uhv)
det G(ul ..... Um) — det (uz7u1) (u27‘1%7‘n_1) (u27‘v) =
(um, ul) - (um, Um—1) (um7 U)
(ui,u1) o+ (ur,Umor) 0
det (u27u1) T (u27um—1) 0
(um,ul) (um,um_l) (uTmU)
det ¢

2 (U1 sessum—1) * (um7 U) =
(Vm—l (uh...,ugl_l)) . (al (uh (
(Vine1 (U1, e ttgn—1)) - (0,0) = (Vipoy (U, ey 1)) - A2

(Vi (21, oo ti))

V) + ot et (Up—1,0) + (0,0)) =

[rodyta.



