
1. KVADRATIN _ES FORMOS.

Apibr_e�zimas. Tegu K - k�unas, o K[x] - polinom�u �ziedas vir�s k�uno K. �Zinome,

kad �sis polinom�u �ziedas yra komutatyvus, asociatyvus �ziedas su vienetu. �Sio �ziedo

pagrindu galima sukonstruoti polinom�u �zied�a K[x][y] = K[x; y] vir�s K[x]. Tai

polinom�u su dviem kintamaisiais x ir y �ziedas vir�s k�uno K. Pana�siai konstruojant

galima apibr_e�zti polinom�u su n kintam�uj�u x1; :::xn �zied�a K[x1; :::; xn]:
Apibr_e�zimas. Polinomas f (x1; x2; :::; xn) 2 K [x1; x2; :::; xn] vadinamas kvadra-

tine forma, jeigu

f (x1; x2; :::; xn) = a11x
2
1 + a12x1x2 + � � �+ a1nx1xn+

a21x2x1 + a22x
2
2 + � � �+ a2nx1xn+
� � �

an1xnx1 + an2xnx2 + � � �+ annx
2
n

;

kai aij = aji .

Matrica A =

0
BBB@

a11 a12 � � � a1n
a21 a22 � � � a2n
� � � � � � � � � � � �
an1 an2 � � � ann

1
CCCA vadinama kvadratin_es formos f matrica.

�Si matrica yra simetrin_e: AT = A:

Jeigu X =

0
BBB@

x1
x2
� � �
xn

1
CCCA , tai kvadratin�e form�a f galima reik�sti taip: f = XTAX .

Apibr_e�zimas.Tegu turime du kintam�uj�u rinkinius: x1; x2; :::; xn ir y1; y2; :::; yn
. Antrasis kintam�uj�u rinkinys vadinamas pirmojo tiesiniu keitiniu, jeigu xi =
ci1y1 + ci2y2 + � � �+ cinyn su visais i = 1; 2; :::; n .

Turime, kad X =

0
BBB@

x1
x2
� � �
xn

1
CCCA =

0
BBB@

c11 c12 � � � c1n
c21 c22 � � � c2n
� � � � � � � � � � � �
cn1 cn2 � � � cnn

1
CCCA
0
BBB@

y1
y2
� � �
yn

1
CCCA = CY .

Matrica C vadinama kintam�uj�u keitimo matrica.

Atlikus min_et�a kintam�uj�u keitini� kvadratin_eje formoje f , tur_esime kvadratin�e
form�a g:

g (y1; y2; :::; yn) = (CY )T A (CY ) = Y T
�
CTAC

�
Y , �cia

�
CTAC

�
- v_el simetrin_e

matrica:�
CTAC

�T
= CTAT

�
CT
�T

= CTATC = CTAC .



Apibr_e�zimas. Keitinys, kurio keitimo matrica yra nei�ssigimusi, vadinamas

nei�ssigimusiu.

Teorema 6. Su kiekviena kvadratine forma egzistuoja nei�ssigim�es toks keitinys,

kad naujoji kvadratin_e forma yra lygi

c1y
2
1 + c2y

2
2 + � � �+ cny

2
n:

�Sis kvadratin_es formos pavidalas vadinamas kanoniu pavidalu.

Pastaba. Kai kalbame apie reali�aj�a kvadratin�e form�a, tai teorama jau i�rodyta.
Lema.Nei�ssigimusiu kintam�uj�u keitiniu nenulin�e kvadratin�e form�a galima su-

vesti prie kvadratin_es formos, kurios koe�cientas prie pirmojo ne�zinomojo kvadrato

nelygus nuliui.

I�rodymas. Tegu f (x1; x2; :::; xn) =
nX

i;j=1

aijxixj: Nagrin_esime kelis atvejus.

1 atvejis. Kai a11 6= 0 , tai nieko i�rodineti nereikia.
2 atvejis. Kai egzistuoja toks i (i 6= 1) , kad aii 6= 0 , tai atlikus keitini�

x1 = yi
x2 = y2
x3 = y3
� � �
xi = y1
� � �
xn = yn
gausime kvadratin�e, kurios koe�cientas b11 6= 0:
3 atvejis. Kai aii = 0 su visais i; tai 9s; t , kad ast 6= 0: Pakeit�e indeksacij�a,

galime pasiekti tai, kad a12 6= 0: Atlikime kintam�uj�u keitini�:

X =

0
BBBBBBB@

1 0 0 � � � 0
1 1 0 � � � 0
0 0 1 � � � 0

� � � � � � � � � . . . � � �
0 0 0 � � � 1

1
CCCCCCCA
Y:

Tada naujos kvadratin_es formos matrica bus0
B@ 1 1

0 1
O

O E

1
CA
0
B@ a11 a12

a21 a22
B

BT C

1
CA
0
B@ 1 0

1 1
O

O E

1
CA

=

0
B@ a11 + a21 a12 + a22

a21 a22
�

� �

1
CA
0
B@ 1 0

1 1
O

O E

1
CA =

2



 
a11 + a21 + a22 + a21 �

� �
!
;

ir tod_el a11 + a21 + a22 + a21 = 2a12 6= 0:
I�rodyta.

Teoremos 6 i�rodymas. Tegu f (x1; x2; :::; xn) =
nX

i;j=1

aijxixj . I�rodysime

indukcijos pagal n b�ubu. Galimi keli atvejai.
1 atvejis. Jeigu f (x1; x2; :::; xn) = 0; tai i�rodin_eti nieko nereikia.
2 atvejis. Jeigu f (x1; x2; :::; xn) 6= 0; tai pagal lem�a kvadratin�e form�a f galima

suvesti prie kvadratin_es formos
g (y1; y2; :::; yn) = b11y

2
1 + 2b12y1y2 + � � �+ 2b1ny1yn + h (y2; :::; yn) =

b11
�
y1 +

b12
b11
y2 + � � �+ b1n

b11
yn
�2

+
�
�
�
b12
b11
y2 + � � �+ b1n

b11
yn
�2

+ h (y2; :::; yn)
�
�=

Atliek�e keitini�
y1 = z1 � b12

b11
z2 � � � � � b1n

b11
zn

y2 = z2
� � �
yn = zn
gauname kvadratin�e form�a
�=b11z21 + h1 (z2; :::; zn)

�

=
Pagal indukcijos prielaid�a kvadratinei formai h1 (z2; :::; zn) egzistuoja toks kei-

tinys

0
B@

z2
� � �
zn

1
CA = D

0
B@

t2
� � �
tn

1
CA ; kad h1 (z2; :::; zn) = c2t

2
2 + � � � + cnt

2
n:

Tada atliek�e keitini�

0
B@ z1
� � �
zn

1
CA =

 
1 O

O D

!0B@ t1
� � �
tn

1
CA ; gausime

�

= b11t
2
1
+ c2t

2
2
+ � � �+ cnt

2
n = c1t

2
1
+ c2t

2
2
+ � � �+ cnt

2
n; �cia c1 = b11:

I�rodyta.
Pavyzdys. Kvadratin_es formos f (x1; x2; x3; x4) = x2x3 kanonin_es formos

radimas.
U�zdavinys. Kvadratin_es formos f = XTAX rangu vadinamas matricos A

rangas. I�rodykite, kad kvadratin_es formas rangas yra lygus nenulini�u matricos A
tikrini�u reik�smi�u skai�ciui.I�rodyti paliekama studentams2

Teorema 7 ( inercijos d_esnis kvadratin_ems formoms ). Tegu kvadratin�e
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form�a f (x1; x2; :::; xn) =
nX

i;j=1

aijxixj: dviem b�udais galima suvesti prie kanonio

pavidalo:

�1y
2
1 + � � �+ �ry

2
r � �r+1y

2
r+1 � � � � � �sy

2
s ; �i > 0

�1z
2
1 + � � �+ �pz

2
p � �p+1z

2
p+1 � � � � � �tz

2
t ; �j > 0:

Tada s = t ir r = p .
I�rodymas.Tegu C ir D dviej�u keitini�u matricos: X = CY ir X = DZ :
f (x1; x2; :::; xn) = �1y

2
1 + � � �+ �ry

2
r � �r+1y

2
r+1 � � � � � �sy

2
s ; �i > 0 ir

f (x1; x2; :::; xn) = �1z
2
1 + � � � + �pz

2
p � �p+1z

2
p+1 � � � � � �tz

2
t ; �j > 0:

tegu r < p:Matricos C irD yra nei�ssigimusios, tod_el Y = C�1X ir Z = D�1X:

Tegu C�1 =

 
F1
�
!
gr

, o D�1 =

 
�
F2

!
gn� p

:

Nagrin_ekime tiesini�u lyg�ci�u sistem�a

 
F1
F2

!0B@ x1
� � �
xn

1
CA =

0
B@ 0
� � �
0

1
CA
9>=
>; r + n � p:

Sistema turi nenulini� sprendini�, nes r + n � p = r � (n � p) < n: Tegu X0 =0
B@

x0
1

� � �
x0n

1
CA� �sis nenulinis sprendinys:

 
F1
F2

!0B@ x01
� � �
x0n

1
CA =

 
F1X

0

F2X
0

!
=

 
O

O

!
:

Stulpeliai Y 0 =

0
B@ y01
� � �
y0n

1
CA = C�1

0
B@ x01
� � �
x0n

1
CA ir Z0 =

0
B@ z01
� � �
z0n

1
CA = D�1

0
B@ x01
� � �
x0n

1
CA yra

nenuliniai, nes matricos C�1 ir D�1 yra nei�ssigimusios.

Beto y01 = � � � = y0r = z0n�p = � � � = z0n = 0 , nes Y 0 = C�1X0 =

 
F1
�
!
X0 = 

F1 X
0

�
!

=

 
O

�
!
gr ir Z0 = D�1X0 =

 
�
F2

!
X0 =

 
�

F2 X
0

!
= �

O

!
gn� p

.

Tada
f (x01; ::; x

0
n) = g (y01; :::; y

0
n) = �102+ � � �+�r02��r+1(y0r+1)

2�� � ���s(y0s)
2 < 0

f (x01; ::; x
0
n) = h (z01; :::; z

0
1) = �1 (z01)

2
+ � � �+�p

�
z0p

�2��p+102�� � ���t02 > 0:
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Prie�stara i�rodo teorem�a.
U�zdavinys. I�rodykite: jeigu C - nei�ssigimusi matrica, oX - nenulinis stulpelis,

tai CX 6= 0.
I�rodyti paliekama studentams2
Apibr_e�zimas. Realioji kvadratin_e forma f (x1; x2; :::; xn) vadinama teigiamai

apibr_e�zta, jeigu su visais �1; �2; :::; �n 2 R
f (�1; �2; :::; �n) � 0 ir f (�1; �2; :::; �n) = 0() �1 = �2 = ::: = �n = 0:
Teorema 8. Realioji kvadratin_e forma f (x1; x2; :::; xn) yra teigiamai apibr_e�zta

tada ir tik tada, kai jos kanonin_e forma yra lygi

z2
1
+ z2

2
+ � � �+ z2n .

I�rodymas.Tegu

0
B@

x1
:::

xn

1
CA = C

0
B@

y1
:::

yn

1
CA� kintam�uj�u keitinys kvadratin�e form�a

suvedantis prie kanoninio pavidalo g (y1; :::; yn) = �1y
2
1
+ �2y

2
2
+ � � � + �ny

2
n .

Matrica C� nei�ssigimusi, tod_el

0
B@ y1

:::

yn

1
CA = C�1

0
B@ x1

:::

xn

1
CA : Tegu �i � 0: Tada

f (x01; x
0

2; :::; x
0

n) = g

�
0; :::; 0; 1

i
; 0; :::; 0

�
= �i � 0 , �cia

0
BBBBBB@

0
:::

1
:::

0

1
CCCCCCA

= C�1

0
B@ x01

:::

x0n

1
CA :

Taigi, kvadratin_e forma f yra teigiamai apibr_e�zta tada ir tik tada, kada �i > 0

su visais i = 1; 2; :::; n: Atlik�e kintam�uj�u keitini� yi =
1p
�i

zi su visais i gausime

reikiam�a kvadratin_es formos i�srai�sk�a f (x1; x2; :::; xn) = z21 + z22 + � � �+ z2n:

I�rodyta.
Apibr_e�zimas. Tegu kvadratin_es formos f (x1; x2; :::; xn) matrica yra A. Tada

determinantai

a1 = ja11j ; a2 =
����� a11 a12
a21 a22

����� ; :::; an =

�������
a11 � � � a1n
� � � � � � � � �
an1 � � � ann

�������
vadinami kvadratin_es formos f pagrindiniais minorais.

Teorema 9 ( SYLVESTER J.J. po�zymis). Kvadratin_e forma yra teigia-

mai apibr_e�zta tada ir tik tada, kai visi jos pagrindiniai minorai yra teigiami.
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I�rodymas.=) Tegu kvadratin_e forma f (x1; x2; :::; xn) = XTAX yra teigia-
mai apibr_e�zta , o matrica C yra kintam�uj�u keitinio matrica suvedanti form�a prie
kanoninio pavidalo:

CTAC = E: Jeigu D = C�1; tai DTED = A ir an = detA = detDTD

= (detD)2 > 0:
Nagrin_ekime kvadratin�e form�a �f (x1; x2; :::; xk) = f (x1; x2; :::; xk; 0; :::; 0) .
Tai teigiamai apibr_e�zta kvadratin_e forma kintam�uj�u x1; x2; :::; xk at�zvilgiu,

tod_el ak =

�������
a11 � � � a1k
� � � � � � � � �
ak1 � � � akk

������� > 0 , k = 1; 2; :::; n� 1:

(= Indukcija pagal n .

Turime a1 > 0; a2 > 0; :::; an > 0: Tegu A =
n� 1f  

B �
� �

!
. Pagal

indukcijos prielaid�a kvadratin_e forma su matrica B� teigiamai apibr_e�zta, tod_el
egzistuoja nei�ssigimusi matrica C : CTBC = En�1:

Tegu matrica C1 =

 
C O

O 1

!
:

Tada A1 = CT
1
AC =

 
CTBC �
� �

!
=

0
BBB@

�1
En�1 � � �

�n�1

�1 � � � �n�1 �

1
CCCA

ir detA1 = detA � (detC1)
2
> 0:

Tegu D =

0
BBB@

��1
En�1 � � �

��n�1

��1 � � � ��n�1 1

1
CCCA ;

tada
A2 = DTA1D =0
BBB@

0
En�1 � � �

0
��1 � � � ��n�1 1

1
CCCA
0
BBB@

�1
En�1 � � �

�n�1

�1 � � � �n�1 �

1
CCCA
0
BBB@

��1
En�1 � � �

��n�1

0 � � � 0 1

1
CCCA

=

0
BBB@

0
En�1 � � �

0
0 � � � 0 

1
CCCA

ir detA2 = detA1 � (detD)2 > 0 =)  > 0:
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Taigi, kvadratin_es formos f kanonin_es formos matricos i�stri�zain_eje tiegiami
skai�ciai.

I�rodyta.
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