Algebros paskaitos informatikams. Rimantas Grigutis

5 paskaita. Dalumas su liekana. BDD. Tarpusavyje pirmintai polinomai.
Neredukuojami polinomai. Skirtingo laipsnio polinomy isskyrimas.

Panasiai kaip ir sveikyju skaiciy ziede, taip ir polinomy vir§ kuno ziede yra
teisinga dalumo su liekana teorema.

Teorema( dalumas su liekana). Tegu f(z), g(z) € K [z],g(x) # 0. Tada
egzistuoja vienintéliai polinomai q (x) ir r (x) su kuriais teisinga lygybé f = gq+r,
¢ia degr (x) < degg ().

Irodymas. Fgzistavimas. Matematiné indukcija pagal n = deg f ().

L. Indukcijos bazé: n =0, t.y. f(2) =a € K. Galimi du atvejai:

(i) degg(x) =0,t.y. g(z) =b#0.Tada f = g-7+0ir-co = deg0 < degg =
0.

(1) degg(x) > 0. Tada f =¢-0 +fir 0 = deg f < degg.

2. Indukcijos prielaida. Tegu teiginys yra teisingas visiems polinomams, kuriy
laipsnis < n.

3. Indukecijos teigini jrodysime n - ojo laipsnio polinomui f (z). Tegu poli-
nomo f vyriausias koeficientas yra a,, o polinomo ¢ laipsnis yra m, o vyriausias
koeficientas b,,. galimi du atvejai:

(()n<m.Tada f(z)=g(x) -0+ f(z)irn=degf(z) < degg(xz)=m.

(4¢) n > m. Tada polinomo fi(z) = f(z) — §=2"""g(x) laipsnis yra < n ir
pagal indukcijos prielaida turime, kad egzistuoja tokie polinomai ¢; («) ir r (x) i8

Klz], kad fi(x) =g (x)-q(a)+r(x), degr(z) < degg(x). Tada
f@)=g(x)- (2" + (@) g (2) + 7 (2), degr (2) < degg (2).

Vienatinumas. Tegu f(z) =g (z) - p(x)+ s(x), degs(z) < degg (). Tada

ir



Tai imanoma tik tuo atveju, kai ¢(x) — p(x) = s(x) —r(z) = 0.
Irodyta.

Apibrézimas. Tegu f(x), g(x) € K [z],g(x) # 0. DidZiausio laipsnio poli-
nomas d(x) € K[z], kurio vyriausias koeficientas yra lygus 1, vadinamas poli-
nomy [ ir g bendru didZiausiu dalikliu, jeigu

1. fid, gd.

2. Jeigu f:dy,g:dy, ¢ia dy (z) € K [z], tai d:d;.

Bendro didziausio daliklio Zymuo: d(x) = BDD(f (2),g(x)) = (f(x),g(x)).

Teorema. Su visais f,g € K [2]

a0 (2)bo () € K [2], kad (f (x),g(x))

f # 0,9 # 0 egzistuoja tokie polinomai
=/

() ao () +g () bo (x).

Irodymas paliekamas skaitytojui.

Euklido algoritmas BDD skai¢iavimui. Turime du polinomus f (), g (x) €
K [z], g # 0.Ragysime dalybos su liekana teorema
Tegu ag = f ir a; = ¢g. Tada

ap = a1q; + az deg as < degay
a1 = azqy + as degas < degas

Ap—2 = Ap—1qQe—1 + ap degay < deg ap—1
k-1 = Qrqk.
Sveikieji skai¢iai sudaro mazéjancia seka dega; > degas > degag > --- >
deg ay > degagyy > 0. Tada (a,b) = ay.

Apibrézimas. Du polinomai f,g € K [z] vadinami tarpusavyje pirminiais,
Jeigu (f,g) =

Teorema. Polinomai f,g € K [x] yra tarpusavyje pirminiai tada ir tik tada,
kada egzistuoja tokie a (x),b(x) € K [x], kad f-a+g-b=1.

Irodymas. Teiginys i§ kairés | deSine yra teisingas pagal apibrézima. Tegu

dabar f-a+g-b=11ir (f,g) =d. Tada



l= f-a + ¢g-b ,
—— —~—

dalijasi is d dalijasi is d

dalijasi is d

t,y. 1 dalijasi i$ d ir todel d = 1.
Irodyta.

Teiginys(tarpusavyje pirminiy polinomuy savybeé). Tegu fi, ..., [ ir g1, ..., g
yra dvi tokios polinomy sekos, kad (f;,g;) = 1 su visais 1 < i <m,1 < j < n.
Tada (fl e fmvgl Ce gn) = 1.

Be irodymo.

Dabar pateiksime teigini, kurio analogo sveikyju skai¢iy ziede néra.
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Teiginys. Jeigu f ir g yra tarpusavyje pirminiai polinomai virs kuno K,
tai jie neturi bendry Sakny jokiame kuno K plétinyje, t.y. tokiame kune L, kad
LDOK.

Irodymas.[.......... ]
Apibrézimas. Teigiamo laipsnio polinomas f(x) € K [x] vadinamas nere-
dukuojamu polinomu virs kuno K, jeigu jis turi tik Sivos daliklius: a,a- f (), éia

a € K.

Teiginys. Bet kuris teigiamo laipsnio polinomas is K [z] dalijasi i$ kurio nors
neredukuojamo polinomo virs K.

Teorema. Yra be galo daug neredukuojamy polinomy virs bet kurio kuno.

Irodymas. [rodysime priestaros budu. Sakykime, egzistuoja baigtinis nere-
dukuojamy polinomy kiekis: py, pa, ..., pp. Polinomas f = pips---p, + 1 dalijasi

is neredukuojamo polinomo, taigi egzistuoja toks i,1 <7 < m, kad fip;. Tada

L=/ —pwp2-pm .
~—— —————
dalijasi is p; dalijasi is p;

dalijasi is p;



t.y. 1ip;, o tai priestarauja neredukuojamo polinomo apibrézimui(deg p; > 0).
Irodyta.

Teiginys( neredukuojamy polinomy savybe). Tegu fi,..., [, yra tokia
polinomy is K [z] seka, kad polinomas fi--- f,, dalijasi i3 neredukuojamo polinomo
p(x) € Kz]. Tada egzistuoja toks j,1 < j <m, kad f; dalijasi i3 p.

Be irodymo.

Pateiksime teigini, kurio analogo sveikyjy skai¢iy ziede nera.

Teiginys. Jeigu neredukuojamas virs kuno K polinomas p(x) € K[z] ir
polinomas f(x) € K [x] turi bendrg Saknj xo kuriame nors kuno K plétinyje

LD K,z9€ L, tai f(x):p(x).

Irodymas. I3 salygos matome, kad (f (x),p(x)) # 1, nes ir f(x) , ir p(x)

dalijasi i§ (z — ) . Polinomas p (z) yra neredukuojamas, todeél f(z):p(x).
Irodyta.

Teorema( kanoninis polinomo skaidinys). Su kickvienu teigiamo laip-
snio polinomu f (x) € K [z] egzistuoja tokie neredukuojami virs kuno k polinomia
D1y P2, s Ps (tarp ju gali buti sutampandéiy), kad f=a-py-py----- ps, Cla a— poli-
nomo [ koeficientas prie a2, kai n = deg f. ( Siame skaidinyje sutrauke panasius
daugiklius turésime kanoning polinomo f skaiding: [ = a-pi'-p:? -~ pis,pi # p;.)

Be irodymo.

Grizkime prie neredukuojamy polinomy vir§ realiyjy skaiciy kuno R ir virs
kompleksiniy skai¢iy kuno C. Fundamentalioji algebros teorema teigia:

Fundamentalioji algebros teorema. Bet kokia algebriné lygtis a,a"+---+
arx +ap = 0, n > 1 su kompleksiniais koeficientais a; € C (0 < i < n) turi
maZiausiai vieng sprending xo € C.

Be irodymo.

Matome, kad n— ojo laipsnio polinomas virs kopleksiniy skaic¢iy kuno C turi
lygiai n Sakny. Tokiu atveju sakome, kad C yra algebriSkai uzdaras kiinas.



Akivaizdu, kad neredukuojami polinomai virs C yra tik pirmojo laipsnio polino-
mai ¢ — a,a € C.

Lema. 1. Tegu polinomas f(:z;)iz a " + -+ a4+ ag € Clz] ir f(:z;) =
anx™ + -+ arx + ao. Tada f(2) = f(2).
2. Tegu polinomas f(x) = a,a” + -+ + ay@ + ap € Rfz] . Tada

Neredukuojamus polinomus virs§ realiyjy skaiciy kuno R apraso tokia teorema.

Teorema. Neredukuojami polinomai virs realiyjy skaiéiy kuno R yra arba pir-
mojo laipsnio polinomai x —a,a € R, arba tokie kvadratiniai trinariai x*+ px +q,
kad p* —4q < 0.

Irodymas. [rodysime, kad neredukuojamas virs R polinomas f (z) € R [z]
yra arba f (x) =  — a, arba toks f (z) = 2* + px + ¢, kad p* —4q < 0 (aisku, kad
Sie polinomai yra neredukuojami virs R). [ polinoma f () galima ziuréti ir kaip
i polinoma vir§ C. Tada polinomas f () turi kompleksine akni o = a +ib ( C—
algebriskai uzdaras kunas): f(«) = 0. Galimi du atvejai.

1) Jeigu o € R, tai f(z): (2 — «) ir kadangi f— neredukuojamas, tai f(z) =
T — a.

2) Jeigu o ¢ R, tai o € Cir a # a. Turimef(a):0:>f(oz)ngaf(o?):0,
t.y polinomas f turi maziausiai dvi saknis « ir @. Tada f(z):(z —a)(z —a).
Pastebésime, kad (z — o) (z — &) = 2? —z (o + &) +a-a = 22 —2azx + (a* + b?) €
Rz]ir D = 4a®—4a®—4b* = —4b* < 0, taigi (x — a) (z — @) yra neredukuojamas
polinomas virs R. Tada f(z) = (v — o) (z — @) = 2* — 2azx + (a* + b?).

Irodyta.

Skirtingo laipsnio dauginamygy isskyrimas.

Apibrézimas. Tegu f(x) € K [x]. Elementas ¢ € K yra poinomo f(x) k—
kartotiné Saknis, jeigu f(x) = (:zj—c)k - fi(x), file) # 0. Jeigu k = 1, tai
sakome, kad ¢ yra paprastoji polinomo f Saknis.

Apibrézimas. Jeigu kuno K elementy sekoje {1,1+1,14+141,...} néra
0, tai sakome, kad kuno K charakteristika yra lygi 0, o jeigu skaic¢ius p yra



maziausias toks, kad 1 + 1+ ---+ 1= 0 sakome, kad kuno K charakteristika yra

p karty
lygi p.
Teiginys. Jeigu xo yra polinomo f (x) € K [x] papratastoji Saknis, tai f' (xq) #
0.

Irodymas.|......... ]

Teiginys. Jei polinomo f(x) € K [¢] Saknies kartotinumas yra lygus k, ir k
nesidalija is kuno K charakteristikos, tai isvestinés f'(x) Saknies ¢ kartotinumas
lygus k — 1.

Irodymas.|......... ]

Paskutinius teiginius galime apibendrinti. Tegu kuno K charakteristika yra
lyei 0, o polinomo f € K [x] kanoninis skaidinys vir§ K yra a-pitphe .. -l i # p;

Teiginys. Tegu polinomo [ neredukuojamo daliklio p; € K [x] kartotinumas
yra lygus 1( k; = 1). Tada Sio polinomo néra isvestinés f' kanoniniame skaidinyje .

Irodymas.|......... ]

Teiginys. Tegu polinomo [ neredukuojamo daliklio p; € K [x] kartotinumas
yra lygus k;. Tada polinomo p; kartotinumas isvestinés [’ kanoniniame skaidinyje
yra lygus k; — 1 .

Irodymas.|......... ]

Paskutiniojo teiginio pagalba polinoma f galima suskaidyti dauginamaisiais
taip: f=akF, (2)---F, (x), kad polinomo F,, kanoniniame skaidinyje visy nere-
dukuojamy polinomy kartotinumas yra lygus r; ( r; # r;, kai ¢ # 7). Tai ir yra
skirtingo laipsnio dauginamyjy isskyrimas.



