
Algebros paskaitos informatikams. Rimantas Grigutis

4 paskaita. Dalumas polinomams.Hornerio shema ir Bezu teorema. Polinomo
rei�skimas dvinario laipsniais. Polinomo �sakn�u skai�cius. Formalus ir funkcionalus
polinomo tapatumas.

Apibr_e�zimas. Polinomu vir�s k�uno K vadiname begalin�e sek�a (a0; a1; a2; :::) ;
ai 2 K; kurios beveik visi ( t.y. visi, i�sskyrus baigtini� skai�ci�u) elementai yra
lyg�us 0: Sakysime, kad du polinomai (a0; a1; a2; :::) ir (b0; b1; b2; :::) yra lyg�us, jeigu
ai = bi su visais i = 0; 1; 2; ::: . Vis�u polinom�u aib�e vir�s k�uno K �zym_esime K [x] :

Polinom�u aib_eje K [x] apib_e�sime �siuos veiksmus:
1. Sud_etis: (a0; a1; a2; :::) + (b0; b1; b2; :::) = (a0 + b0; a1 + b1; a2 + b2; :::) :
2. Daugyba: (a0; a1; a2; :::) � (b0; b1; b2; :::) = (c0; c1; c2; :::) ; �cia

ci = a0bi + a1bi�1 + � � �+ aib0 =
iP

s=0
asbi�s =

P
s+t=i

asbt:

�Si�u operacij�u at�zvilgiu polinom�u aib_e sudaro komutatyv�u �zied�a su vienetu.
Vienetas �siame �ziede yra polinomas (1; 0; 0; :::) :

Atsi�zvelg�e i� tai, kad (a; 0; 0; :::) + (b; 0; 0; :::) = (a+ b; 0; 0; :::) ir (a; 0; 0; :::) �
(b; 0; 0; :::) = (ab; 0; 0; :::), ir bendru atveju,

(a; 0; 0; :::) � (b0; b1; b2; :::) = (ab0; ab1; ab2; :::) ;
mes polinom�a (a; 0; 0; :::) galime sutapatinti su elementu a:

Pa�zym_ekime polinom�a (0; 1; 0; 0; :::) raide x: Tada x2 = (0; 0; 1; 0; :::) ; x3 =
(0; 0; 0; 1; 0; :::) ir t.t. I�s �cia turime, kad

(a0; a1; a2; :::) = (a0; 0; 0; :::) + (0; a1; 0; :::) + (0; 0; a2; 0; :::) =
a0 (1; 0; 0; :::) + a1 (0; 1; 0; :::) + a2 (0; 0; 1; 0; ::) + � � � =

a0 + a1x+ a2x+ � � �+ anx
n:

Tegu f (x) = anx
n + an�1x

n�1 + � � � + a1x + a0 ir an 6= 0: Elementas an vad-
inamas vyriausiuoju koe�cientu, o n� polinomo laipsniu, kuris �zymimas
deg f: Nuliniam polinomui 0 yra priskiriamas laipsnis �1:

Teiginys. Dviej�u polinom�u vir�s k�uno sandaugos laipsnis yra lygus yra lygus
t�u polinom�u u laipsni�u sumai:

deg (f � g) = deg f + deg g:



I�rodymas paliekamas skaitytojams.

Pastaba. Yra susitarta, kad (�1) + (�1) = �1; (�1) + n = �1;
n+ (�1) = �1:

Hornerio shema .

Apibr_e�zimas. Jeigu polinom�u porai f (x) ir g (x) egzistuoja toks polinomas
h (x) ; kad f (x) = g (x)�h (x) ; tai sakysime, kad polinomas f dalijasi be liekanos(

arba tiesiog dalijasi) i�s polinomo g: Ra�sysime f
...g: Polinomas g vadinamas tada

polinomo f dalikliu.

Pagrindin_es polinom�u dalumo savyb_es( palyginkit su dalumo savyb_emis
sveikiems skai�ciams).

Tegu K� k�unas, o f; g; h 2 K [x] : Tada

1.
f
...h

g
...h

9=
;) (f � g)

...h:

2.
f
...h

g
...h

9=
;) (f � g)

...h:

3. Su visais f 6= 0 , teisinga 0
...f:

4. Su visais a 2 K;a 6= 0; teisinga f
...a:

5. Jeigu 1
...f; tai deg f = 0; t.y. f = a 2 K ir a 6= 0:

6. Jeigu f 6= 0; tai f
...f:

7.
f
...g

g
...h

9=
;) f

...h:

Dabar aptarsime polinomo f (x) 2 K [x] dalumo i�s dvinario x � c; c 2 K

klausim�a.

Teorema(Hornerio shema). Tegu f (x) = anx
n+an�1x

n�1+� � �+a1x+a0 2
K [x] ir c 2 K: Tada egzistuoja toks polinomas h (x) 2 K [x] ir toks r 2 K; kad
f (x) = (x� c)h (x) + r:

I�rodymas. Atsi�zvelg�e i� polinom�u sandaugos laipsnio skai�ciavim�a, polinomas
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h (x) tur_et�u b�uti lygus bn�1xn�1+ � � �+ b1x+ b0: Tada f (x) = anx
n + an�1x

n�1+
� � �+ a1x+ a0 = (x� c) (bn�1xn�1 + � � �+ b1x+ b0) + r: Palygin�e kair_es ir de�sin_es
pusi�u koe�cientus tur_esime:

an = bn�1 bn�1 = an
an�1 = bn�2 � cbn�1 bn�2 = an�1 + cbn�1
an�2 = bn�3 � cbn�2 bn�3 = an�2 + cbn�2

� � � � � �
a1 = b0 � cb1 b0 = a1 + cb1
a0 = r � cb0 r = a0 + cb0

:

I�rodyta.

Pastaba. Da�zniausiai polinomo h (x) koe�cientus rei�skia taip vadinama
Hornerio schema:

c

an an�1 � � � a1 a0
bn�1 = an bn�2 = an�1 + cbn�1 � � � b0 = a1 + cb1 r = a0 + cb0

Pavyzdys. Tegu polinomas f (x) = 2x5 � 4x3 + 3x2 + x � 5; o c = 2: Tada
Hornerio schema yra:

c = 2
2 0 �4 3 1 �5
2 4 4 11 23 41

ir

2x5 � 4x3 + 3x2 + x� 5 = (x� 2) (2x4 + 4x3 + 4x2 + 11x+ 23) + 41:

Polinomo rei�skimas dvinario laipsniais.

Teorema. Kiekvien�a polinom�a f (x) = anx
n+an�1x

n�1+ � � �+a0 2 K [x] gal-
ima reik�sti dvinario x�c laipsni�u tiesine suma: f (x) = bn (x� c)n+bn�1 (x� c)n�1+
� � �+ b1 (x� c) + b0:

I�rodymas. Nagrin_ejamo rei�skimo koe�cientus bi galima rasti Hornerio schemos
pagalba:
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an an�1 � � � a2 a1 a0
b0n�1 b0n�2 � � � b01 b00 = b0
� � � � � � � � � � � � � � � � � �

b002 b001 b000 = bn�2

b0001 b0000 = bn�1

b0000
0

= bn

.

I�rodyta.

Teorema(Bezu). Polinomas f (x) 2 K [x] dalijasi i�s x � c tada ir tik tada,
kada c yra polinomo f �saknis, t.y. f (c) = 0:

I�rodymas paliekamas skaitytojui.

Polinomo �sakn�u skai�cius.

Teorema(apie polinomo �sakn�u skai�ci�u). Tegu f (x) = anx
n + an�1x

n�1+
� � �+ a1x+ a0 2 K [x] yra polinomas. Tada f (x) �sakn�u skai�cius k�une K nevir�sija
n(= deg f):

I�rodymas. Matematin_e indukcija pagal n: Akivaizdu, kad teiginys yra teisin-
gas visiems nulinio laipsnio polinomams, nes �sie polinomai neturi �sakn�u. Sakykime,
teiginys yra teisingas visiems polinomams, kuri�u laipsnis < n; n � 1: Nagrin_ekime
n� ojo laipsnio polinom�a f (x) : Jeigu polinomas f (x) neturi �sakn�u k�une K, tai
polinomui f teiginys yra teisingas. Jeigu c yra polinomo f (x) �saknis, tai pagal
Bezu teorem�a f (x) = (x� c)h (x) ; �cia deg h (x) = n�1: Tegu c0� kita polinomo
�saknis (c 6= c0) ; tada f (c0) = (c� c0)h (c0) = 0 ) h (c0) = 0: Taigi, kiekviena
polinomo f �saknis, skirtinga nuo c yra ir polinomo h �saknis( atvirk�s�cias teiginys
akivaizdus). Pritaikius polinomui h indukcijos prielaid�a, tur_esime, kad h turi ne
daugiau kaip n� 1 �sakni�. Tada polinomas tur_es ne daugiau kaip n �sakn�u.

I�rodyta.

Pastaba. Teorema yra teisinga ir polinomams vir�s komutatyvi�u �zied�u su
vienetu, kuriuose n_era nulio dalikli�u, t.y. toki�u a 6= 0; kad a � b = 0; su kuriuo
nors b 6= 0: Tokie �ziedai yra vadinami integralumo sritimis. Integralumo sritimi
yra visi k�unai. Integralumo srities, bet ne k�uno pavyzd�ziu gal_et�u b�uti sveik�uj�u
skai�ci�u �ziedas Z: I�s kitos pus_es, jeigu K n_era integtalumo sritis( pavyzd�ziui, toki-
ais �ziedais yra visi Zm; kai m� sud_etinis) tai teoremos teiginys n_era teisingas.
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pavyzd�ziui polinomas polinomas f (x) = x2 vir�s Z9 turi tris �saknis: �0; �3; �6:

Teorema(apie polinomini� ir funkcionalini� tapatum�u). Tegu K yra
begalinis k�unas, o polinomai f1 (x) ; f2 (x) 2 K [x] : Jeigu f1 (c) = f2 (c) su vi-
sais c 2 K; tai f1 (x) = f2 (x) :

I�rodymas. Nagrin_ekime polinom�a F (x) = f1 (x)� f2 (x) : �Sio polinomo laip-
snis degF (x) = n � maxfdeg f ; deg gg : Tegu dabar c1; c2; :::; cn+1 yra skirtingi
k�uno K elementai. Tada pagal s�alyg�a n + 1 elementai yra polinomo F �saknys,
tod_el F (x) = 0 ir f1 (x) = f2 (x) :

I�rodyta.

Pastaba. Vir�s baigtini�u k�un�u K ( pavyzd�ziui, vir�s Zp; p� pirminis skai�cius)
teoremos teiginys yra neteisingas. Pavyzd�ziui, skirting�u polinom�u f1 (x) = x7 +
�5x + �1 ir f2 (x) = �4x + �1 vir�s k�uno Z7 reik�sm_es visuose k�uno Z7 elementuose
sutampa:

f1 (�0) = f2 (�0) = �1; f1 (�1) = f2 (�1) = �5; f1 (�2) = f2 (�2) = �2; f1 (�3) = f2 (�3) =
�6; f1 (�4) = f2 (�4) = �1; f1 (�5) = f2 (�5) = �0; f1 (�6) = f2 (�6) = �4:
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