Algebros paskaitos informatikams. Rimantas Grigutis

4 paskaita. Dalumas polinomams.Hornerio shema ir Bezu teorema. Polinomo
reiskimas dvinario laipsniais. Polinomo Sakny skaic¢ius. Formalus ir funkcionalus
polinomo tapatumas.

Apibrézimas. Polinomu virs kuno K vadiname begaline sekg (ag, a1, as,...),
a; € K, kurios beveik visi ( t.y. wvisi, i3skyrus baigting skaiéiy) elementai yra
lygus 0. Sakysime, kad du polinomai (ag, a1, az, ...) ir (bg, by, by, ...) yra lygus, jeigu
a; = b; su visais 1 = 0,1,2,... . Visy polinomy aibe virs kuno K Zymésime K [z].

Polinomy aib¢je K [z] apibédime Siuos veiksmus:
1. SUdetIS (Clo, ay,aa, ) + (bo, bl, bz, ) == (Clo + bo, aq + bl, a9 + bz, ) .
2. Daugyba: (ag, a1, az,...) - (bo, b1, b, ...) = (co, €1, ¢2,...), ¢ia

¢ = apb; + a1bi—y + -+ a;bp = ZZ: asbi_s = Y asby.
s=0

s+t=1

Siy operaciju atzvilgiu polinomy aibé sudaro komutatyvy zieda su vienetu.
Vienetas siame ziede yra polinomas (1,0,0,...).

Atsizvelge i tai, kad (a,0,0,...) + (b,0,0,...) = (¢ +5,0,0,...) ir (a,0,0,...) -
(b,0,0,...) = (ab,0,0,...), ir bendru atveju,

(Cl, 0, 0, ) . (bo, bl, bg, ) == (Clbo, Clbl, Clbg, ) 5

mes polinoma (a,0,0,...) galime sutapatinti su elementu a.

Pazymékime polinoma (0,1,0,0,...) raide . Tada z* = (0,0,1,0,...),2> =
(0,0,0,1,0,...) ir t.t. I8 ¢ia turime, kad

(ao,al,ag, ) == (ao,(),(), ) + (0,@1,0, ) + (0,0,@2,0, ) ==
ao(1,0,0,...) +a;(0,1,0,...) + a2 (0,0,1,0,..) + - - =

ao + a1z + asx + -+ - + a,x"”.

Tegu f(z) = apa”™ + ap_12" ' + -+ + a1 + ag ir a, # 0. Elementas a,, vad-
inamas vyriausiuoju koeficientu, o n— polinomo laipsniu, kuris Zymimas
deg f. Nuliniam polinomui 0 yra priskiriamas laipsnis —oo.

Teiginys. Duiejy polinomy virs kuno sandaugos laipsnis yra lygus yra lygus
ty polinomy u laipsniy sumai:

deg (f-g) =deg f +degg.



Irodymas palieckamas skaitytojams.

Pastaba. Yra susitarta, kad (—o0) 4+ (—o0) = —o0; (—o0) + n = —o0;
n+ (—o0) = —o0.

Hornerio shema .

Apibrézimas. Jeigu polinomy porai f(x) ir g (x) egzistuoja toks polinomas
h(x), kad f(x) =g (x) -h(x), tai sakysime, kad polinomas f dalijasi be liekanos(

arba tiesiog dalijasi) is polinomo g. Rasysime f:g. Polinomas g vadinamas tada
polinomo f dalikliu.

Pagrindineés polinomy dalumo savybeés( palyginkit su dalumo savybémis
sveikiems skai¢iams).

Tegu K— kunas, o f,g,h € K [z]. Tada

L } = (f+g)ih.
g:h

:h :
f‘ } = (f-g):h.
g:h
. Su visais f # 0 , teisinga 0:f.
. Su visais a € K,a # 0, teisinga f:a.
. Jeigu 1:f, tai deg f =0, t.y. f=a € K ira#0.
. Jeigu f#£0, tai fif.

f‘:g = f:h.

g:h

Dabar aptarsime polinomo f(x) € K [2] dalumo i§ dvinario @ — ¢,¢c € K
klausima.

=

Teorema(Hornerio shema). Tegu f (z) = a2 +a,_ 12" '+ +a1x+ap €
K z] ir ¢ € K. Tada egzistuoja toks polinomas h(x) € K [z] ir toks r € K, kad
[a)=(x—c)h(x)+r

Irodymas. Atsizvelge | polinomuy sandaugos laipsnio skai¢iavima, polinomas



h(z) turéty buti lygus b,_jz" ™t + -+ + by + by. Tada f (z) = a2+ a,_12" " +

o tarr+ag=(xr—c)(bp_1a" 4 - + bix + by) + r. Palygine kairés ir desines
pusiy koeficientus turésime:

ap = bn—l bn—l = Gy
p_1 = bn—2 - Cbn—l bn—2 = lp_1+ Cbn—l
Up_o = bn—3 - Cbn—Q bn—3 = lp_2 + Cbn—Q
alzbo—Cbl boza1—|—Cbl
ap =1 — chy r = qag + cby

Irodyta.

Pastaba. Dazniausiai polinomo h () koeficientus reiskia taip vadinama
Hornerio schema:

Gy Ap—1 | dq 40)
c b,1=a,| bog=an_1+¢cbo_1 || bo=a1+¢cb | r=ao+ cb

Pavyzdys. Tegu polinomas f(x) = 22° — 42® 4+ 32? + 2 — 5, 0 ¢ = 2. Tada
Hornerio schema yra:

2[/0[-41]3 |1 [|-5]
c=2 [2[4[4 [11]23]41 |

ir
20° —42® + 322 + 2 — 5 = (v — 2) (22* + 42° + 42? + 11lx + 23) +41.
Polinomo reiskimas dvinario laipsniais.

Teorema. Kickvieng polinomg f(z) = apa™+a,_12" '+ +ag € K [2] gal-
ima reiksti dvinario x—c laipsniy tiesine suma: f(x) = b, (x — ¢)"+b,—1 (x — c)n_l—l—

—|—bl($—0)—|—bo

Irodymas. Nagrinéjamo reiskimo koeficientus b; galima rasti Hornerio schemos
pagalba:



Gn, Gp—1 te 4P) a1 o

/ / / / _
bn—l bn—z e b1 bo — bO
by oy [ =b,_

1 1
R =b,_,

1
v =,

Irodyta.

Teorema(Bezu). Polinomas f(x) € K [x] dalijast i§ © — ¢ tada ir tik tada,
kada ¢ yra polinomo f Saknis, t.y. f(c)=0.

Irodymas palieckamas skaitytojui.
Polinomo sakny skaicius.

Teorema(apie polinomo $akny skai¢iy). Tegu [ (z) = @ 2™ + ap_y2a™ ' +
tayx +ag € K [x] yra polinomas. Tada f () Sakny skaic¢ius kune K neviriija

n(= deg f).

Irodymas. Matematine indukcija pagal n. Akivaizdu, kad teiginys yra teisin-
gas visiems nulinio laipsnio polinomams, nes sie polinomai neturi sakny. Sakykime,
teiginys yra teisingas visiems polinomams, kuriy laipsnis < n,n > 1. Nagrinékime
n— ojo laipsnio polinoma f (). Jeigu polinomas f (x) neturi sakny kune K, tai
polinomui f teiginys yra teisingas. Jeigu ¢ yra polinomo f (x) saknis, tai pagal
Bezu teorema f (v) = (v — ¢) h (x), ¢ia degh (x) = n— 1. Tegu ¢/— kita polinomo
Saknis (¢ # ), tada f() = (c=)h () = 0 = h(d) = 0. Taigi, kiekviena
polinomo f Saknis, skirtinga nuo ¢ yra ir polinomo h Saknis( atvirkscias teiginys
akivaizdus). Pritaikius polinomui A indukecijos prielaida, turésime, kad h turi ne
daugiau kaip n — 1 sakni. Tada polinomas turés ne daugiau kaip n sakny.

Irodyta.

Pastaba. Teorema yra teisinga ir polinomams virs komutatyviu ziedy su
vienetu, kuriuose néra nulio dalikliy, t.y. tokiy a # 0, kad a - b = 0, su kuriuo
nors b # 0. Tokie ziedai yra vadinami integralumo sritimis. Integralumo sritimi
yra visi kunai. Integralumo srities, bet ne kuno pavyzdziu galety buti sveikyju
skaiciy ziedas Z. I8 kitos puses, jeigu K néra integtalumo sritis( pavyzdziui, toki-
ais ziedais yra visi Z,, kai m— sudétinis) tai teoremos teiginys néra teisingas.
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pavyzdziui polinomas polinomas f (2) = a? vir§ Zg turi tris saknis: 0,3, 6.
Teorema(apie polinominj ir funkcionalini tapatumy). Tegu K yra
begalinis kunas, o polinomai fi(x), f2(x) € K [x]. Jeigu fi(c) = f2(e) su vi-

sais ¢ € K, tai fi(x) = fo(x).

Irodymas. Nagrinékime polinoma F' (z) = fi (z) — f2 (x) . Sio polinomo laip-
snis deg F'(z) = n < max{deg f;degg}. Tegu dabar ¢, ¢s, ..., ¢uq1 yra skirtingi
kuno K elementai. Tada pagal salyga n 4+ 1 elementai yra polinomo F' saknys,
todél F'(x) =01ir fi(x) = fa(x).

Irodyta.

Pastaba. Virs baigtiniy kuny K ( pavyzdziui, vir§ Z,, p— pirminis skai¢ius)
teoremos teiginys yra neteisingas. Pavyzdziui, skirtingy polinomy f (z) = 27 +
S5z + 1 ir fo (x) = dr + 1 virs kuno Zr reiksmeés visuose kuno Z; elementuose

?T;U (1) =5 /1(2) =
13, 5) = £2(3) = 031 B) = £2(0

sutampa:
B flfﬁ) = fzﬁ(())
6 f1(4)=/fa(4) =

—

= Q;fl (3) = f2(3) =



