Algebros paskaitos informatikams. Rimantas Grigutis.

3 paskaita. Klastkinés skaic¢iy teorijos teoremos.

Primityviyyy klasiy multiplikacinée grupé.

Tegu U, yra primityviyjuy klasiy moduliu m aibeé, t.y.
Up ={al(a,m)=1,0<a<m&1}.

Sios aibés elementy skaic¢iy vadiname Oilerio funkcijos ¢ m reikime : ¢ (m).
Pavyzdziui, kai p< pirminis skaicius, tai ¢ (p) = p < 1. Jeigu skaiciaus m kanon-
inis skaidinys yra m = p{*---pSs, tai ¢ (m) = m (1 <:>p%) (1 <:>pL) . Cia mes
remiames svarbiausia Qilerio funkcijos savybe - multiplikatyvumo savybe: jet

(m,n)=1, tai o (m-n)=p(m)-p(n).

Teiginys. Aibe U, sandaugos atzvilgiv sudaro multiplikacing grupe.

Irodymas. 1) Tegu o, 5 € U, it a € a,b € 3, t.y. (a,m) = (b,m) = 1. Tada
(abym) =1ir aff = Ky € Uy,.

2) Visoms likiniy klaséms galioja sandaugos asociatyvumo savybé. Todél
a(fy) = (aff)y su visais a, 3,7 € Up,.

3) Akivaizdu, kad Ky € U,,.

4) Jei a € Uy, tai a-a™! = K. Tada a = (oz_l)_1 it todél a1 € U,,,.

Irodyta.

Dabar pateiksime klasikines skai¢iy teoremas.

Apibrézimai. Tequ m > 1& fiksuotas skaicius. Skaiciy ag € Ko,a; €
Ki,...,apm_1 € K1 aibé {ag,an,...,a,_1} vadinama pilngja likiniy sistema
mod m. Skaic¢iai r1,79,...,75 , paimti po vieng 1§ kiekvienos primityviosios likiniy
klasés mod m sudaro redukuotaja likiniy sistema mod m. Pastebésime, kad
s=p(m).

Lema. Tegu rq1,79, ..., 7 redukuotogi likiniy sistema mod m ir skai¢ius a yra
tarpusavyje pirminis m : (a,m) = 1. Tada skaiéiy sistema ary,arq, ..., ars irgi yra
redukuotoji likiniy sistema mod m.



Irodymas. Skaic¢iai rq,ry,...,7s yra redukuotoji likiniy sistema mod m, todél
(r;;m) = 1suvisaist = 0,1,2,...,s Tada ir (ar;,m) = 1 su visais ¢ = 0,1,2, ..., s ir
todel jie visi yra primityviose klasése. Parodysime, kad skaiciai sekoje arg, ary, ..., ar
yra tarpusavyje skirtingi mod m ir todél jie visi yra skirtingose primityviose
klasése Sakykime, kad ar; = ar; (modm). Tada ar; <:>ar] = a(r; <rj) dali-
jasi i§ m. Bet (a,m) = 1, todél r; &r; dalijasi i§ m ir r;, = r; (modm), taigi
1 = j. Gavome, kad skalclal sekoje arg,ary, ..., ars yra skirtingose primityviose
klasése. Ir skaiciy sekoje ir primityviyjuy klasiy yra po lygiai (po s = ¢ (m)). Taigi
arg, ary, ..., ars yra redukuotoji likiniy sistema mod m.

Irodyta.

Isvada. Tegu ri,ro,...,rs& redukuotogi likiniy sistema mod m ir skaicius a
yra tarpusavyje pirminis m: (a,m) = 1. Tada

arg-ary---ars = ro-ry---rs (modm).
Irodymas. Turime

arg-ary---ars = ro-ry---rs(modm) &
Koo Koy, -+ Koy, = Ky - Ky - K

Paskutinioji lygybeé teisinga, nes tiek kaireje, tiek desinéje jos puséje yra visy
skirtingy primityviyju klasiy sandaugos.
Irodyta.

Oilerio teorema. Jeigu (a,m) = 1, tai a*™ =1 (modm).

Irodymas. Tegu ry,ry,...,r;& redukuotoji likiniy sistema mod m. Tada
(r;;m) = 1 su visais ¢+ = 0,1,2,...,s ir todél skaic¢ius ry - ro---rs irgi yra tar-
pusavyje pirminis m : (ry - ry---rg,m) = 1.

Turime

arg-ary---ar, = ro-rl---rs(modm) &
a’ro-ry-ors =101 T (modm), (a,m) =1 &
a®*=1(modm),
¢ia s = @ (m).
Irodyta.



Isvada. Jeigu (a,m) =1, tai a=' = a*")~! (modm).

Mazoji Ferma teorema. Jeigu p& pirminis skaicius, o a nesidalija is p,
tai a?~' =1 (modm).

Irodymas. Tai atskiras Oilerio teoremos atvejis, kai m = p< pirminis, nes

v(p) =pel
Irodyta.

Isvada. Jeigu a nesidalija i$ pirminio skaiciaus p, tai a=* = a?~* (mod p).

Teiginys. Tegu m = py - py- - p, yra naturalusis skaicius, ¢ia py, pa, ..., pr -
skirtingt pirminiai skaiéiai. Tada visiems a € 4, teisinga lygybé

g#m+t — g

Irodymas. Musy nagrinéjamu atveju

p(m)=(pel)(p2el)-(p&1).

Tegu a € Z,,. Pirminiam skaiciui p;, 1< ¢ < r, galimi du variantai:
EL) (avpi) =1L
Tada pagal Mazaja Ferma teorema turime ¢?~* = 1 (modm) ir

(m)
a?m) = (aP~")7 = =1 (mod py) ,
a?m+l = 4 (modpi) .

b) (ap) > 1
Tada a dalijasi i§ p;, t.y. @ =0 (modm) ir todél

a?m+l = = ¢ (modm).

Taigl turime, kad skaicius a@(m) 1 =a dalijasi 1§ visy pirminiy i kartu ir 18 iy
’ 5 > ’ 5
plrmmlg Skaléll} sandaugos m

a?m*1 = ¢ (mod m)
1

a?m+l = g,



Irodyta.
Pateiksime dabar klasikini pirminio skaiciaus testa.

Vilsono teorema. Skaicius p yra pirminis tada ir tik tada, kada (p<1)! =
<l (mod p) .

Irodymas. Tegu p< pirminis skai¢ius. Nagrinékime baigtini kiing Z,,. Siame
kune visos nenulinés likiniy klaseés turi atvirkstines:

[/(1_1 = [X]w(l), ceey [er_—ll = [X]w(p_l)?

¢ia P& bijekcija aibéje {1,2,...,p<1}.

Klasiy aibéje Ky, ..., Kyp—1) yra visos nenulines Z, klasés. Turime, kad
skaiciy aibé 1,2, ..., p&l susiskaido poromis {1, ¢ (1)}, ..., {p 1,¢ (p &1)}. Raskime
poras, kuriose 1 = ¢ (1), t.y. K7' = K; ir 1 <i < p. Tada

K? = K,
& 12 = 1 (mod p)
& (iel)(i+ 1) = 0(modp)
& (1<) (1 4 1) dalijasi i§ pirminio p <
arba 1 <1 dalijasi 1§ p, arba 7 4+ 1 dalijasi i p.

Pirmuoju atveju 1 <1 =0 ir ¢ = 1, antruoju atvejut + 1 =pir 1 = p & 1.
Tada turime

Ky Ky K,y =K, - (KQ . Kw(z)) oK =K Ky =K,0 = K4
(pe)! =<l (modp).

Tegu dabar p&sudétinis skaicius: p = a-b, ¢ial < a,b < pir todel (p & 1)k, b.
Taigi (p <1)! = 0(modp).
Irodyta.

Naudodamiesi Vilsono teorema galima sukonstruoti funkcija

- ((me)! + 1)) B l 0, jeigu m & pirminis
m

| #0, jeigu m < sudétinis

o



Tai savotiskas pirminio skaiciaus testas, tiesa praktiskai netaikomas, nes tenka
skaiciuoti (m <1)!, o tai labai didelis skai¢ius net esant pakankamai maziems m.
Baigsime $i skyriy lyginiy sistemy sprendimu.

Teorema( kiny teorema liekanoms). Tegu mq,ma,...,my yra poromis
tarpusavyje pirminiai skaic¢iai > 1, t.y. (m;,m;) = 1, kai ¢ # j, ir tegu M =
my - me---myg. lada

x = ay (modmy)

= ay (mod my)

(1) lyginiy sistema turi sprendini x = xo;

x = aj (modmy)
(2) jeigu @ = x5 yra kitas sistemos sprendinys, tai x5 = 2o (mod M) .

Teoremos irodymas remiasi tokiomis lemomis.

Lema 1. Tegu a = b(modm;), &a my,mg,...,m,< poromis tarpusavyje
pirminiai skaiciai. Tada a = b(modmyimy---m,).

Irodymas. Tegu a = b(modm,) ir a = b(modmy) ,¢ia (mq,ms) = 1, t.y.
xmy +ymo =11r

(a ©b) xmy + (a b)) yme= a b
N——’

N——
:T)’LQ :ml
:m1m2 :m1m2

Taigi a <b dalijasi 1§ myms.
Lemoje esantis teiginys irodomas indukcija pagal n.
Irodyta.

Lema 2. Jeigu a = b(modm) ir m dalijasi (s d, tai ir a = b(modd).
Irodymas akivaizdus (as tikuosi).

Teoremos irodymas. Apibrézkime skaicius M; ir N; i Siy salygu:

M
M; = —
m;

MZNZ = 1(m0dm2), 1= 1,2, ,k

Y



Tai galima padaryti, nes (M;, m;) = 1.
Tegu dabar

ro = MiNvay + -+ + My Nyag.
Tada
xo = MiNyay + - + My Nyar, = M; N;a; = a; (modm;) ,
t.y. xg yra sistemos sprendinys,ir todel sistema

x = ay (modmy)
T = az (mod msy)

x = aj (modmy)

ekvivalenti sistemai

r = xo (modmy)
r = xo (modmy)

r = xg (modmy)
Remiantis Lema 1 ir Lema 2 paskutinioji sistema yra ekvivalenti lyginiui
r = xg(modmymsy---my).

Irodyta.



