
Algebros paskaitos informatikams. Rimantas Grigutis.

3 paskaita. Klasikin_es skai�ci�u teorijos teoremos.

Primityvi�uj�u klasi�u multiplikacin_e grup_e.

Tegu Um yra primityvi�uj�u klasi�u moduliu m aib_e, t.y.

Um = f�aj (a;m) = 1; 0 � a � m� 1g :

�Sios aib_es element�u skai�ci�u vadiname Oilerio funkcijos ' m reik�sme : ' (m) :
Pavyzd�ziui, kai p� pirminis skai�cius, tai ' (p) = p � 1: Jeigu skai�ciaus m kanon-

inis skaidinys yra m = p�1
1 � � � p�ss ; tai ' (m) = m
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remiam_es svarbiausia Oilerio funkcijos savybe - multiplikatyvumo savybe: jei

(m;n) = 1; tai ' (m � n) = ' (m) � ' (n) :

Teiginys. Aib_e Um sandaugos at�zvilgiu sudaro multiplikacin�e grup�e.
I�rodymas. 1) Tegu �; � 2 Um ir a 2 �; b 2 �; t.y. (a;m) = (b;m) = 1: Tada

(ab;m) = 1 ir �� = Kab 2 Um:
2) Visoms likini�u klas_ems galioja sandaugos asociatyvumo savyb_e. Tod_el

� (�) = (��) su visais �; �;  2 Um:

3) Akivaizdu, kad K1 2 Um:
4) Jei � 2 Um; tai � � ��1 = K1. Tada � = (��1)

�1
it tod_el ��1 2 Um:

I�rodyta.

Dabar pateiksime klasikines skai�ci�u teoremas.

Apibr_e�zimai. Tegu m > 1� �ksuotas skai�cius. Skai�ci�u a0 2 K0; a1 2
K1; :::; am�1 2 Km�1 aib_e fa0; a1; :::; am�1g vadinama piln�aja likini�u sistema
mod m: Skai�ciai r1; r2; :::; rs , paimti po vien�a i�s kiekvienos primityviosios likini�u

klas_es mod m sudaro redukuot�aj�a likini�u sistem�a mod m: Pasteb_esime, kad
s = ' (m) :

Lema. Tegu r1; r2; :::; rs� redukuotoji likini�u sistema mod m ir skai�cius a yra

tarpusavyje pirminis m : (a;m) = 1: Tada skai�ci�u sistema ar1; ar2; :::; ars irgi yra

redukuotoji likini�u sistema mod m:



I�rodymas. Skai�ciai r1; r2; :::; rs yra redukuotoji likini�u sistema mod m; tod_el
(ri;m) = 1 su visais i = 0; 1; 2; :::; s Tada ir (ari;m) = 1 su visais i = 0; 1; 2; :::; s ir
tod_el jie visi yra primityviose klas_ese. Parodysime, kad skai�ciai sekoje ar0; ar1; :::; ars
yra tarpusavyje skirtingi mod m ir tod_el jie visi yra skirtingose primityviose
klas_ese Sakykime, kad ari � arj (modm) : Tada ari � arj = a (ri � rj) dali-
jasi i�s m: Bet (a;m) = 1; tod_el ri � rj dalijasi i�s m ir ri � rj (modm) ; taigi
i = j: Gavome, kad skai�ciai sekoje ar0; ar1; :::; ars yra skirtingose primityviose
klas_ese. Ir skai�ci�u sekoje ir primityvi�uj�u klasi�u yra po lygiai (po s = ' (m)): Taigi
ar0; ar1; :::; ars yra redukuotoji likini�u sistema mod m:

I�rodyta.

I�svada. Tegu r1; r2; :::; rs� redukuotoji likini�u sistema mod m ir skai�cius a

yra tarpusavyje pirminis m : (a;m) = 1: Tada

ar0 � ar1 � � � ars � r0 � r1 � � � rs (modm) :

I�rodymas. Turime

ar0 � ar1 � � � ars � r0 � r1 � � � rs (modm),
Kar0 �Kar1 � � �Kars = Kr0 �Kr1 � � �Krs:

Paskutinioji lygyb_e teisinga, nes tiek kair_eje, tiek de�sin_eje jos pus_eje yra vis�u
skirting�u primityvi�uj�u klasi�u sandaugos.

I�rodyta.

Oilerio teorema. Jeigu (a;m) = 1; tai a'(m) � 1 (modm) :

I�rodymas. Tegu r1; r2; :::; rs� redukuotoji likini�u sistema mod m: Tada
(ri;m) = 1 su visais i = 0; 1; 2; :::; s ir tod_el skai�cius r1 � r2 � � � rs irgi yra tar-
pusavyje pirminis m : (r1 � r2 � � � rs;m) = 1:

Turime

ar0 � ar1 � � � ars � r0 � r1 � � � rs (modm),
asr0 � r1 � � � rs � r0 � r1 � � � rs (modm) ; (a;m) = 1,

as � 1 (modm) ;

�cia s = ' (m) :
I�rodyta.
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I�svada. Jeigu (a;m) = 1; tai �a�1 � �a'(m)�1 (modm) :

Ma�zoji Ferma teorema. Jeigu p� pirminis skai�cius, o a nesidalija i�s p;

tai ap�1 � 1 (modm) :

I�rodymas. Tai atskiras Oilerio teoremos atvejis, kai m = p� pirminis, nes
' (p) = p � 1:

I�rodyta.

I�svada. Jeigu a nesidalija i�s pirminio skai�ciaus p; tai �a�1 = �ap�2 (mod p) :

Teiginys. Tegu m = p1 � p2 � � � pr yra nat�uralusis skai�cius, �cia p1; p2; :::; pr -

skirtingi pirminiai skai�ciai. Tada visiems �a 2 Zm teisinga lygyb_e

�a'(m)+1 = �a:

I�rodymas. M�us�u nagrin_ejamu atveju

' (m) = (p1 � 1) (p2 � 1) � � � (pr � 1) :

Tegu �a 2 Zm: Pirminiam skai�ciui pi; 1� i � r; galimi du variantai:
a) (a; pi) = 1:
Tada pagal Ma�z�aj�a Ferma teorem�a turime api�1 � 1 (modm) ir

a'(m) = (api�1)
'(m)
pi�1 � 1 (mod pi) ;

a'(m)+1 � a (modpi) :

b) (a; pi) > 1:
Tada a dalijasi i�s pi, t.y. a � 0 (modm) ir tod_el

a'(m)+1 � 0 � a (modm) :

Taigi turime, kad skai�cius a'(m)+1� a dalijasi i�s vis�u pirmini�u pi;kartu ir i�s �si�u
pirmini�u skai�ci�u sandaugos m :

a'(m)+1 � a (modm)
�a'(m)+1 = �a:
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I�rodyta.

Pateiksime dabar klasikini� pirminio skai�ciaus test�a.

Vilsono teorema. Skai�cius p yra pirminis tada ir tik tada, kada (p� 1)! �
�1 (mod p) :

I�rodymas. Tegu p� pirminis skai�cius. Nagrin_ekime baigtini� k�un�a Zp: �Siame
k�une visos nenulin_es likini�u klas_es turi atvirk�stines:

K�1
1 = K (1); :::;K

�1
p�1 = K (p�1);

�cia  � bijekcija aib_eje f1; 2; :::; p� 1g :
Klasi�u aib_eje K (1); :::;K (p�1) yra visos nenulin_es Zp klas_es. Turime, kad

skai�ci�u aib_e 1; 2; :::; p�1 susiskaido poromis f1;  (1)g ; :::; fp � 1;  (p� 1)g :Raskime
poras, kuriose i =  (i) ; t.y. K�1

i = Ki ir 1 � i < p. Tada

K2
i = K1

, i2 = 1 (mod p)
, (i� 1) (i+ 1) � 0 (mod p)

, (i� 1) (i+ 1) dalijasi i�s pirminio p,
arba i� 1 dalijasi i�s p; arba i+ 1 dalijasi i�s p:

Pirmuoju atveju i� 1 = 0 ir i = 1; antruoju atveju i+ 1 = p ir i = p � 1:
Tada turime

K1 �K2 � � �Kp�1 = K1 �
�
K2 �K (2)

�
� � �Kp�1 = K1 �Kp�1 = Kp�1 = K

�1

(p� 1)! � �1 (mod p) :

Tegu dabar p� sud_etinis skai�cius: p = a�b, �cia 1 < a; b < p ir tod_el (p � 1)!
...a; b.

Taigi (p � 1)! � 0 (modp) :
I�rodyta.

Naudodamiesi Vilsono teorema galima sukonstruoti funkcij�a

f (m) = sin

 
� � ((m� 1)! + 1)

m

!
=

"
0; jeigu m� pirminis

6= 0; jeigu m� sud_etinis
:
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Tai savoti�skas pirminio skai�ciaus testas, tiesa prakti�skai netaikomas, nes tenka
skai�ciuoti (m� 1)!; o tai labai didelis skai�cius net esant pakankamai ma�ziems m:

Baigsime �si� skyri�u lygini�u sistem�u sprendimu.

Teorema( kin�u teorema liekanoms). Tegu m1;m2; :::;mk yra poromis
tarpusavyje pirminiai skai�ciai > 1 , t.y. (mi;mj) = 1; kai i 6= j; ir tegu M =
m1 �m2 � � �mk: Tada

(1) lygini�u sistema

8>>><
>>>:
x � a1 (modm1)
x � a2 (modm2)

� � �
x � ak (modmk)

turi sprendini� x = x0;

(2) jeigu x = x2 yra kitas sistemos sprendinys, tai x2 � x0 (modM) :

Teoremos i�rodymas remiasi tokiomis lemomis.

Lema 1. Tegu a � b (modmi) ; �cia m1;m2; :::;mn� poromis tarpusavyje

pirminiai skai�ciai. Tada a � b (modm1m2 � � �mn) :

I�rodymas. Tegu a � b (modm1) ir a � b (modm2) ,�cia (m1;m2) = 1; t.y.
xm1 + ym2 = 1 ir

(a� b)| {z }
... m2

xm1

| {z }
... m1m2

+ (a� b)| {z }
... m1

ym2

| {z }
... m1m2

= a� b

Taigi a� b dalijasi i�s m1m2:

Lemoje esantis teiginys i�rodomas indukcija pagal n:
I�rodyta.

Lema 2. Jeigu a � b (modm) ir m dalijasi i�s d; tai ir a � b (mod d) :

I�rodymas akivaizdus (a�s tikuosi).

Teoremos i�rodymas. Apibr_e�zkime skai�cius Mi ir Ni i�s �si�u s�alyg�u:

Mi =
M

mi

;

MiNi � 1 (modmi) ; i = 1; 2; :::; k:

5



Tai galima padaryti, nes (Mi;mi) = 1:
Tegu dabar

x0 =M1N1a1 + � � �+MkNkak:

Tada

x0 =M1N1a1 + � � �+MkNkak �MiNiai � ai (modmi) ;

t.y. x0 yra sistemos sprendinys,ir tod_el sistema

8>>><
>>>:
x � a1 (modm1)
x � a2 (modm2)

� � �
x � ak (modmk)

ekvivalenti sistemai 8>>><
>>>:
x � x0 (modm1)
x � x0 (modm2)

� � �
x � x0 (modmk)

:

Remiantis Lema 1 ir Lema 2 paskutinioji sistema yra ekvivalenti lyginiui

x = x0 (modm1m2 � � �mk) :

I�rodyta.
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