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1 Paskaita.

Matematin_es indukcijos metodas. Dalumo su liekana teorema. Did�ziausias
bendras daliklis.Euklido algoritmas. Tarpusavyje pirminiai skai�ciai. Pirminiai
skai�ciai. Pagrindin_e aritmetikos teorema.

Matematin_es indukcijos metodas.

Tai vienas da�znai naudojamas b�udas teiginiams i�rodin_eti.
Nagrin_ekime sveik�uj�u skai�ci�u aib�e Z ir tvarkos s�ary�si� � �sioje aib_eje. .
Sakysime, kad a � b , jei b�a � 0. �Sis dviej�u sveik�uj�u skai�ci�u s�ary�sis pasi�zymi

savyb_emis:
i) a � a (re
eksyvumas ) ;
ii) ( a � b) ^ (b � a) =) a = b (nesimetri�skumas) ;
iii) (a � b) ^ (b � c) =) (a � c) (tranzytivumas ) :
Tuo atveju, kai a � b ir a 6= b ra�some a < b:

Ai�sku, kad bet kuriai sveik�uj�u skai�ci�u porai a ir b teisinga arba (a � b), arba
(b � c). Tod_el sveik�uj�u skai�ci�u aib�e Z vadina tiesi�skai sutvarkyta aibe. Su �sia
tvarka suri�sti tam tikri principai. I�svardinkime kai kuriuos i�s j�u.

Visi�sko sutvarkymo principas(well-ordering Principle) sveikiesiems skai�ciams.
Tegu a- sveikasis skai�cius. Bet kuris netu�s�cias sveik�uj�u skai�ci�u � a (� a) poaibis
turi ma�ziausi�a(did�ziausi�a) element�a.

Visi�sko sutvarkymo principas(well-ordering Principle) nat�uraliesiems skai�ciams.
Bet kuris netu�s�cias nat�urali�uj�u skai�ci�u poaibis turi ma�ziausi�a element�a.

Nat�uraliuosius skai�cius apibr_e�zia G.Peano(1858-1932) aksiom�u sistema. I�s �sios
sistemos i�splaukia taip pat ir

Matematin_es indukcijos principas: tegu su kiekvienu n2 N turime teigini�
T (n). Sakykime, kad �zinome b�ud�a teiginio T (l) , 8l, teisingumui nustatyti, jeigu
teisingi teiginiai T (k) su visais k<l ( tame tarpe teisingas T(1) teiginys).Tada
teisingas ir teiginys T (n)su visais n 2 N.



I�rodymas.I�rodysime prie�staros metodu. Nagrin_ekime aib�e
S = fsjs 2 N; teiginys T (s) neteisingasg � N:

Tegu S 6= ;. Tada egzituoja ma�ziausias aib_es S elementas s0., t.y. teiginys
T (s0) neteisingas. Jeigu s0 = 1, tai prie�starauja indukcijos bazei, o jeigu s0 > 1,
tai visi teiginiai T (s); s < s0 , yra teisingi ir tod_el �zinome b�ud�a teiginio T (s0)
teisingumui nustatyti.

Prie�staravimas i�rodo matematin_es indukcijos metod�a.
I�rodyta.

Dalumo su liekana teorema.

Apibr_e�zimas. Tegu a ir b yra sveikieji skai�ciai. Sakysime, kad a dalijasi i�s
b (be liekanos), jeigu egzistiuoja toks sveikasis skai�cius c; kad a = b � c: Sakome,

kad skai�cius b yra a daliklis. �Zym_esime a
...b:

I�svados. 1. Tegu a; b; c 2 Z ir a
...c; b

...c: Tada (a� b)
...c:

2.Tegu a; b; c 2 Z ir a
...c: Tada ab

...c:

3.Tegu a 2 Z; a 6= 0: Tada 0
...a:

4.Tegu a 2 Z: Tada a
...1:

5.Tegu a 2 Z; 1
...a: Tada a = �1:

Visi�sko sutvarkymo principas. Tegu k0� sveikasis skai�cius. Bet kuris
netu�s�cias sveik�uj�u skai�ci�u ne ma�zesni�u u�z k0 (� k0) poaibis turi ma�ziausi�a ele-
ment�a. Bet kuris netu�s�cias sveik�uj�u skai�ci�u ne didesni�u u�z k0 (� k0) poaibis turi
did�ziausi�a element�a.

Teorema(dalybos su liekana teorema). Tegu a ir b� sveikieji skai�ciai
ir b 6= 0: Tada egzistuoja vienint_eliai sveikieji skai�ciai q ir r su kuriais teisinga
lygyb_e a = bq + r; �cia 0 � r < jbj :

I�rodymas. Nagrin_ekime sveik�uj�u skai�ci�u sek�afa� k � bjk 2 Zg :
: : : ; a� 2b; a� b; a; a+ b; a+ 2b; ::: .

�Sioje sekoje yra tiek teigiami ,tiek neigiami skai�ciai. Pagal Visi�sko sutvarkymo
princip�a neneigiam�u ( kai k0 = 0) sekos nari�u posekyje galima rasti ma�ziausi�a
skai�ci�u r = a� qb � 0: Tada
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a = bq + r ir 0 � r < jbj :

Parodysime, kad taip parinktas r yra vienint_etis. Tegu turime

a = bq1 + r1 ir 0 � r < jbj

ir tegu r 6= r1; beto r1 < r: Tada yra teisinga 0 < r� r1 < jbj ir galioja lygyb_e

r � r1 = (q1 � q) b ,

t.y. r � r1 dalijasi i�s b; o tai prie�starauja tam, kad 0 < r � r1 < jbj :
I�rodyta.

Apibr_e�zimas.Tegu a; b 2 Z: Sveikasis skai�cius d > 0 vadinamas skai�ci�u a ir
b did�ziausiu bendru dalikliu, jeigu

1. a
...d; b

...d:

2. Jeigu a
...c:b

...c; tai d
...c:

Did�ziausio bendro daliklio �zymuo: d = BDD(a; b) = (a; b) :

Pastaba. (0; 0) = 0:

Teorema. Su visais a; b 2 Z; a 6= 0; b 6= 0 egzistuoja tokie sveikieji skai�ciai x0

ir y0; kad (a; b) = ax0 + by0:

I�rodymas.Nagrin_ekime sveik�uj�u skai�ci�u aib�eM = fax+ byjx; y 2 Zg : �Si aib_e
yra netu�s�cia, nes a; b 2 M: Aib_eje M yra tiek teigiami, tiek neigiami skai�ciai.
Pagal Visi�sko sutvarkymo princip�a teigiam�u ( kai k0 = 1) aib_esM poaibyje galima
rasti ma�ziausi�a skai�ci�u 0 6= d = ax0 + by0: Parodysime, kad skai�cius d ir yra
did�ziausias bendras a ir b daliklis: d = (a; b) : Para�sykime skai�ci�u porai a ir d

dalybos su liekana lygyb�e:

a = dq + r; 0 � r < d:

Tada

0 � r = a� dq = a� (ax0 + by0) q = (1� x0q)a+ (�y0q) b 2M:
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Bet d yra ma�ziausias teigiamas skai�cius i�s M; tod_el r = 0; t.y. a
...d: Pana�siai

galima parodyti, kad ir b
...d:

Tegu dabar yra toks sveikas c; kad a
...c ir b

...c: Tada

d = a � x0
| {z }

dalijasi i�s c

+ b � y0
| {z }

dalijasi i�s c
| {z }

dalijasi i�s c

:

Pagal apibr_e�zim�a d = (a; b) :
I�rodyta.

Nevienint_elis rei�skimas: 6 = (12;�30) = 12 � 3+ (�30) � 1 = 12 � (�2)+ (�30) �
(�1) :

Euklido algoritmas BDD skai�ciavimui. Turime skai�cius a ir b; b 6= 0:
Ra�sysime dalybos su liekana teorem�a:

Tegu a0 = a ir a1 = b: Tada

a0 = a1q1 + a2 0 < a2 < ja1j
a1 = a2q2 + a3 0 < a3 < a2

� � � � � �
ak�2 = ak�1qk�1 + ak 0 < ak < ak�1

ak�1 = akqk

Sveikieji skai�ciai sudaro ma�z_ejan�ci�a sek�a ja1j > a2 > a3 > � � � > ak�1 > ak > 0:
Tada (a; b) = ak:

Apibr_e�zimas. Du skai�ciai a; b 2 Z vadinami tarpusavyje pirminiais, jeigu
(a; b) = 1:

Teorema. Skai�ciai a; b 2 Z yra tarpusavyje pirminiai tada ir tik tada, kada
egzistuoja tokie x; y 2 Z; kad ax+ by = 1:

I�rodymas. Teiginys i�s kair_es i� de�sin�e yra teisingas pagal apibr_e�zim�a. Tegu
dabar ax+ by = 1 ir (a; b) = d: Tada

4



1 = a � x
| {z }

dalijasi i�s d

+ b � y
|{z}

dalijasi i�s d
| {z }

dalijasi i�s d

;

t,y. 1 dalijasi i�s d ir tod_el d = 1:
I�rodyta.

Teiginys(tarpusavyje pirmini�u skai�ci�u savyb_e). Tegu a1; :::; am ir b1; :::; bn
yra dvi tokios sveik�uj�u skai�ci�u sekos, kad (ai; bj) = 1 su visais 1 � i � m; 1 �
j � n: Tada (a1 � � � am; b1 � � � bn) = 1:

Be i�rodymo.

I�svados. 1.Jeigu a

b
yra nesuprastinama trupmena , tai ir trupmena an

bn
yra

nesuprastinama su visais nat�uraliaisiais n:
2. Tegu c 2 Z ir n > 1: Tada n

p
c yra arba sveikasis skai�cius, arba iracionalusis

skai�cius.

Apibr_e�zimas. Skai�cius n 2 N; n > 1 vadinamas pirminiu skai�ciumi, jeigu
jis turi tik �siuos daliklius: �1;�n .

Teiginys. Bet kuris sveikasis skai�cius, nelygus �1; dalijasi i�s kurio nors
pirminio skai�ciaus.

Teorema( Euklidas). Yra be galo daug pirmini�u skai�ci�u.

I�rodymas. I�rodysime prie�staros b�udu. Sakykime, egzistuoja baigtinis pirmini�u
skai�ci�u kiekis: p1; p2; :::; pm: Skai�cius n = p1p2 � � � pm + 1 dalijasi i�s pirminio, taigi

egzistuoja toks i; 1 � i � m; kad n
...pi: Tada

1 = n
|{z}

dalijasi i�s pi

� p1p2 � � � pm
| {z }

dalijasi i�s pi
| {z }

dalijasi i�s pi

,

t.y. 1
...pi; o tai prie�starauja pirminio skai�ciaus apibr_e�zimui( pi > 1):

I�rodyta.
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Pastaba. Pasteb_esime, kad pirmieji pavidalo p1p2 � � � pm + 1 skai�ciai yra
pirminiai: 2+1 = 3; 2�3 +1 = 7; 2�3�5+1 = 31; 2�3�5�7+1 = 211; 2�3�5�7�11+1 =
2311: Ta�ciau skai_cius 2 � 3 � 5 � 7 � 11 � 13 + 1 = 30031 = 59 � 509 yra sud_etinis.

Teiginys( pirmini�u skai�ci�u savyb_e). Tegu a1; :::; am yra tokia sveik�uj�u
skai�ci�u seka, kad skai�cius a1 � � � am dalijasi i�s pirminio p: Tada egzistuoja toks
j; 1 � j � m; kad aj dalijasi i�s p:

Be i�rodymo.

Pagrindin_e aritmetikos teorema. Su kiekvienu nat�uraliuoju n > 1 egzis-
tuoja tokie pirminiai p1; p2; :::; ps (tarp j�u gali b�uti sutampan�ci�u), kad n = p1 � p2 �
� � � � ps:

Be i�rodymo.
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