1. ANTROS EILES PAVIRSIAL
2-os eilés pavirsiaus lygtis yra
P(ay, . xn) = fo(ar,cnx,) + fi (2, nx,) +d =0,

¢la fo - kvadratine forma, of; - tiesiné forma, d- realusis skaicius.
Taigi, 2-os eilés pavirsiaus lygti galima uzrasyti ir taip:

XTAX +2BX +d=0,
¢ia A - kvadratinés formos matrica (simetriné), B - tiesinés formos eiluté.

Musy tikslas - gauti kanonini 2-os eilés pavirsiaus lygties pavidala.
Galimi sie kintamyjuy keitiniai:

ax
1) Koordinaciy pradzios perkélimas: X =Y + ( e ) .
an
2) Koordinaciy sistemos posukis apie koordinaciy pradzia: X = CY | ¢ia C
-ortogonalioji matrica.
Taigi, leistinas keitinys yra

X=CY+F,

¢ia C' - ortogonalioji matrica, o F' - stulpelis.

Tada,
P=(CY+FY ACY +F)+2B(CY + F)+d=0.
P=(YTCT+ FT) A(CY + F)+ 2B (CY + F) +d = 0.

p=Y"T (CTAC) Y 4+ FTACY +YTCTAF +2BCY + FTAF +2BF +d = 0.

Turime, kad realusis skaicius

YTOTAF = (YTCTAF)' = FTACY,

Pazyméje dy = FTAF +2BF + d , turésime

P=Y"(CTAC)Y +2(FTA+ B)CY +d, =0.

2-osios eilés pavirsius vadinamas centriniu, jeigu jo lygtyje galima panaikinti
tiesine dali, t.y.egzistuoja F- stulpelis, C' - ortogonalioji matrica, kad

(FTA+B)C =04 I""A+ B=0+= FTA=-B.

Paskutinioji lygybe - tai tiesiny lygciy sistema, kurios matrica yra A. Taigi,
centrinio pavirsiaus kriterijus yra




B
Centriniai pavirsiai.
Dabar nagrinekime centrini pavirsiy, t.y. egzituoja toks leistinas keitinys X =

rankA = rank( A ) .

CY 4+ F,kad FTA+ B =0.

Beto, ortogonaliaja matrica C galima parinkti taip, kad CTAC = [A;,..., \,]

- diagonaliné matrica( teorema 5).

Gauname centrinio 2-osios eilés pavirsiaus lygti
P Y1,y Yn) = Myi + -+ XAy +dy = 0.
Galimi sie atvejai.

1) dy #0.

Myt 4+ Ays +di =05

Myt 4+ Ayn = —dy;

payi ot payn =1

K3

cla p; = e
—dy
Tegu Hoyy eees fr > 07MT+17 ey s < 07M5+17 vy i = 0.
J . - .
Pazymeékime a; = ﬁ, 1 =1,...,s. Tada turésime pavirsiaus lygti:
[hi
vi Vi Ui Vi _
_2_|_..._|__2_ : _...__2_1
ay a, ar—l—l as

Jeigu s = n , tai, kai

1.1) r = n - tai pavirsius vadinamas elipsoidu.

1.2) 1 <r < n - tai pavirsius vadinamas hiperboloidu.
1.3) r = 0- tai turime 0.

kuriems s = n,r = [

2 2 2 2
Y1 Y Yrua Ys _
_2_|_..._|__2_ 5 _...__2_()
ay ar ar—l—l as
Kair > —, pavirsius vadinamas kugiu. Dazniausial nagrinéjami pilnieji kugias
-_ 2 2 2

n -+ 1]
s eees M
2

Necentriniai pavirsiai.

P=YT(CTAC)Y + (2FTA+ B) CY +d, = 0;
Pazymeéje By = (ZFTA + B) C' , turésime
P=YT"(CTAC)Y + BY +dy = 0.
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Galime rasti tokia ortogonaliaja matrica C, kad CTAC = [A,...,\,] - diago-
naliné matrica( teorema 5). Beto, tegu A,..., A >0, Arpq,..., A < 0. Kadangi
FTA4+ B#0,t.y. matricad yra issigimusi, turime, kad s < n.

Taigi, gauname pavirsiaus lygti:

My 4 A Ay o Ay by 4+ by, + dy = 0.

Atlikime kintamuyju keitini;

by
=z — —
H 1 M
bs
s — Rs —
Y 2N,
Ys+1 = Zs+1
Ypn = Zn-

Gausime

Mt 4 A2l b s+ bz, Hdy =0

I8 likusiy pirmuyjy laipsniy paliksime viena. Pazymekimeb = b2, ,+---+b2 > 0.
Tada, paskutiniaja lygybe palije is Vb , turésime

uEy e b ez e b ez, Hds =0,

K3

cla Z':—,clz—iirc2 4+ o4 =1,
/u \/B 7 \/B s+1 n

cs—l—l
Papildykime normuota stulpelj | --- iki ortogonaliosios matricos D ir at-
Cn
likime kintamuyju keitini;
21 Uy
Zs (L0 Uy
Zs+1 o 0 D Us41
Zn Up
1 U1
I, 0 ! Zs _ Us
0 D Zs+1 B Us41
Zn Uy,



21 Uy

T
I, 0 Zs _ Us
0 D Zs+1 Us41
Zn Up,
taigi
U1 = 21
Us = Zs
Us41 = cs—l—lzs—l—l +- Cr%n
ir

paui 4+ 4 psul + ugy +ds = 0.
Atliksime paskutini kintamuyjy keitinj

U1 =01
Us = vy
Usp1 = —Vsq1 — d3
Gauname kanonini necentrinio pavirsiaus lygties pavidala:
2 2 2 2
_ vy U, Ur—l—l Uy
Us_l_l_—_l_..._l_ - T ... =
2p1 2p7’ 2p7’+1 2p5
b
cla || =—,r>0,s+1<n.
2p;

Kai s + 1 = n pavirsius vadinamas paraboloidu.

Kai r = s =n — 1 pavirsius vadinamas elipsiniu paraboloidu.

Kai r < s pavirsius vadinamas hiperboliniu paraboloidu.

Panagrinekime centrinius ir necentrinius pavirsius , kai n = 1,2, 3.
1)n=1

Centriniai pavirsiai.

r<s,s>0.

2

Kair=1,tai — =1: du taskai ties¢je.
a
2

Kair:(),tai—x—zzlz@.
a



Necentriniy pavirsiy néra, nes butinai turi buti s < n.
2)n=2.
Centriniai pavirsiai.

2
x
Kai s =1,r =1, tai — =1: dvi lygiagrecios tieses.
a:]c2
Kais=1,r=0,tai-—=1: 0.

a?
Kais=2,r=2,
cax? oy .
talﬁ—l—b—zzl:ehpse;
2 g2

tal ﬁ—l_b_?:(): taskas.
Kais=2r=1,

22 2
tai il 1 : hiperbole;
22yl
tal — -5 = 0 : dvi susikertancios tiesés.
a b?
Kais=2,r=0.,
C a2t P
tal_ﬁ_b_zzl: 0.
2 2
tal TR = 0 : taskas.
Necentriniai pavirsiai.
Kai s =r =1,

22
tal y = — : parabole.
2p

3)n=3.

Centriniai pavirsiai.

Kais=1,r=1,
2

tai :1;_2 =1 : dvi lygiagrecios plokstumos;
2

tai — =0 : viena plokstuma.

a
Kais=1,r=0,
2

x
tai -— =1: (.
a?
72
tai -— =0 : viena plokstuma.

a
Kais=2,r=2,



2 2

tai :1;_ + o = 1: elipsinis cilindras;
2 2
tal — —|— z—z = ( : viena tiese.
Kal s=2,r=1,
2y _ : L ‘
tai — — -5 =1 : hiperbolinis cilindras;
a 62
2
tal — — z—z = 0 : dvi susikertancios plokstumos.
a
Kais=2,r=0.,
2 2
x y:
tal—ﬁ—b—z—l. @
2
x
tal -—— — y— = 0 : viena tiese.
a2 2
Kai s =3,r =3,
22 2 22
tai ) + z—z + — =1 elipsoidas;
2 2 2
y: oz L
?1 pr) —|—3b—2 + %—2 = 0 : taskas.
al s = 3,r =
2 2 3
x y z e . .
tai — + w oz 1 : vienaSakis hiperboloidas;
¢
‘ :1;2 yr 22 o
tal?—l_b_?_c_?:(): kugis.
Kai 52: ,;“ = 15
x z
tai — — z—z — — = 1 : dvisakis hiperboloidas;
a ¢
Cx? oyt oz .
tal‘? a2 0 : kugis.
Kai 52: 3,7“2: 0,2
. y z o
tal—?—b—Q—c—zzl. @,
2 2 2
tai-= — L 2 0 taskas.

Necentriniai pavirsiai.
Kai s =r =1,
22
tal y = o parabolinis cilindras.
Kai s =2,r =2,
2 2
tal z = — 4+ = : elipsinis paraboloidas.
2p - 2q




Kais=2,r=1,
2 2

talz = o — ¥, hiperbolinis paraboloidas.

2p 2q
Pavyzdys 1.
Raskite lygties
P (1,22, 23) = 227 + 235 — dwywy — dwgws + 1200 — 8x2 + 823+ 6 =0
kanonini pavidala. Kokio pavirsiaus si lygtis?

2 =2 0
P=XT| -2 1 -2 |X+2(6,—-4,4)X+6=0.
0 -2 0
Tai centrinio pavirsiaus lygtis, nes sistema AF = —B7 turi sprendini:
2 =2 0 f1 —6 f1 —1
-2 1 =2 f2 | = 4 |, f2|= 2
0 -2 0 f3 —4 I3 0
—1
Atliekame kintamuyjy keitini X =Y + 2
0
P =2yi 4+ y; — 41y — dyays — 8 = 0.
2 =2 0
P=Y"| -2 1 —21Y-8=0
0 -2 0

2 2 1
Atliekame ortogonalyji kintamyjy keitini Y =+ | -2 1 2 | Z
2
2
1

1 =2
2 2 1\ [ 2 =2 0 2 1 40 0
sl -2 1 2 -2 1 =2 |i| -2 2 1=101 0
I =2 2 0 -2 0 I =2 2 00 —2
P=4zi+427—2:3-8=0
4 0 0
P=7'101 0 |Z-8=0
00 —2
2 2 2
22—1 28_2 — 24—3 = 1 - vienasakis hiperboloidas.
Pavyzdys 2.

Raskite lygties
P (21,22, x3) =221 + 223 + 323 + da129 + 20,29 + 22903 + 1029 +1 =0

kanonini pavidala. Kokio pavirsiaus si lygtis?



Tai necentrinio pavirsiaus lygtis, nes sistema AF = — BT neturi sprendinio.

Atliekame ortogonalyji keitini:
1 i

1

TR 2
X=1»m »w —wn|Y

12 0

V3 V6

ir gauname lygti

P:5yf—|—2y§—|—10(%y1—|—%y2—%y3)—|—1:0

5 0 0

P=YT| 020 |Y+10(k & Sus)v =0
000

Atliekame kintamuyjy keitinj

Y=Z+| 5%
_11v2

40
tam ,kad panaikinti narius su y; ir y ir laisvaji narj.
Gauname lygti

522 + 222 = 5v/22 - tai elipsinio paraboloido lygtis.



