
1. ANTROS EIL _ES PAVIR�SIAI.

2-os eil_es pavir�siaus lygtis yra

P (x1; :::; xn) = f2 (x1; :::; xn) + f1 (x1; :::; xn) + d = 0 ,

�cia f2 - kvadratin_e forma, of1 - tiesin_e forma, d- realusis skai�cius.
Taigi, 2-os eil_es pavir�siaus lygti� galima u�zra�syti ir taip:

XTAX + 2BX + d = 0 ,

�cia A - kvadratin_es formos matrica (simetrin_e), B - tiesin_es formos eilut_e.
M�us�u tikslas - gauti kanonini� 2-os eil_es pavir�siaus lygties pavidal�a.
Galimi �sie kintam�uj�u keitiniai:

1) Koordina�ci�u prad�zios perk_elimas: X = Y +

0
B@ a1
� � �
an

1
CA.

2) Koordina�ci�u sistemos pos�ukis apie koordina�ci�u prad�zi�a: X = CY , �cia C

-ortogonalioji matrica.
Taigi, leistinas keitinys yra

X = CY + F ,

�cia C - ortogonalioji matrica, o F - stulpelis.
Tada,
P = (CY + F )T A (CY + F ) + 2B (CY + F ) + d = 0:

P =
�
Y TCT + F T

�
A (CY + F ) + 2B (CY + F ) + d = 0:

P = Y T
�
CTAC

�
Y +F TACY + Y TCTAF +2BCY +F TAF +2BF + d = 0:

Turime, kad realusis skai�cius

Y TCTAF =
�
Y TCTAF

�T
= F TACY:

Pa�zym_ej�e d1 = F TAF + 2BF + d , tur_esime
P = Y T

�
CTAC

�
Y + 2

�
F TA+B

�
CY + d1 = 0:

2-osios eil_es pavir�sius vadinamas centriniu, jeigu jo lygtyje galima panaikinti
tiesin�e dali�, t.y.egzistuoja F - stulpelis, C - ortogonalioji matrica, kad�

F TA+B
�
C = 0 () F TA+B = 0 () F TA = �B:

Paskutinioji lygyb_e - tai tiesin�u lyg�ci�u sistema, kurios matrica yra A. Taigi,
centrinio pavir�siaus kriterijus yra



rankA = rank

 
A

B

!
:

Centriniai pavir�siai.
Dabar nagrin_ekime centrini� pavir�si�u, t.y. egzituoja toks leistinas keitinys X =

CY + F , kad F TA+B = 0:
Beto, ortogonali�aj�a matric�a C galima parinkti taip, kad CTAC = [�1; : : : ; �n]

- diagonalin_e matrica( teorema 5).
Gauname centrinio 2-osios eil_es pavir�siaus lygti�
P (y1; :::; yn) = �1y

2
1 + � � �+ �ny

2
n + d1 = 0:

Galimi �sie atvejai.
1) d1 6= 0:
�1y

2
1 + � � �+ �ny

2
n + d1 = 0;

�1y
2
1 + � � �+ �ny

2
n = �d1;

�1y
2
1 + � � �+ �ny

2
n = 1;

�cia �i =
�i

�d1 :
Tegu �1; :::; �r > 0; �r+1; :::; �s < 0; �s+1; :::; �n = 0 .

Pa�zym_ekime ai =

s
1

j�ij ; i = 1; :::; s: Tada tur_esime pavir�siaus lygti�:

y2
1

a21
+ � � �+ y2r

a2r
� y2r+1

a2r+1
� � � � � y2s

a2s
= 1

.
Jeigu s = n , tai, kai
1.1) r = n - tai pavir�sius vadinamas elipsoidu.
1.2) 1 � r < n - tai pavir�sius vadinamas hiperboloidu.
1.3) r = 0- tai turime ;:
2) d1 = 0:

y2
1

a21
+ � � �+ y2r

a2r
� y2r+1

a2r+1
� � � � � y2s

a2s
= 0

.
Kai r � s

2
, pavir�sius vadinamas k�ugiu. Da�zniausiai nagrin_ejami pilnieji k�ugiai,

kuriems s = n; r =
�
n+ 1

2

�
; :::; n:

Necentriniai pavir�siai.

P = Y T
�
CTAC

�
Y +

�
2F TA+B

�
CY + d1 = 0;

Pa�zym_ej�e B1 =
�
2F TA+B

�
C , tur_esime

P = Y T
�
CTAC

�
Y +B1Y + d1 = 0:
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Galime rasti toki�a ortogonali�aj�a matric�a C, kad CTAC = [�1; : : : ; �n] - diago-
nalin_e matrica( teorema 5). Beto, tegu �1; : : : ; �r > 0; �r+1; : : : ; �s < 0: Kadangi
F TA+B 6= 0 , t.y. matricaA yra i�ssigimusi, turime, kad s < n.

Taigi, gauname pavir�siaus lygti�:
�1y

2
1 + � � �+ �ry

2
r + �r+1y

2
r+1 + � � �+ �sy

2
s + b01y1 + � � �+ b0nyn + d1 = 0:

Atlikime kintam�uj�u keitini�:

y1 = z1 � b1

2�1� � �
ys = zs � bs

2�s

ys+1 = zs+1
� � �
yn = zn:

Gausime
�1z

2
1
+ � � �+ �sz

2
s + bs+1zs+1 + � � �+ bnzn + d2 = 0:

I�s likusi�u pirm�uj�u laipsni�u paliksime vien�a. Pa�zym_ekime b = b2s+1+� � �+b2n > 0:

Tada, paskutini�aj�a lygyb�e palij�e i�s
p
b , tur_esime

�1z
2
1 + � � �+ �sz

2
s + cs+1zs+1 + � � �+ cnzn + d3 = 0;

�cia �i =
�ip
b
; cj =

bip
b
ir c2s+1 + � � �+ c2n = 1:

Papildykime normuot�a stulpeli�

0
B@ cs+1

� � �
cn

1
CA iki ortogonaliosios matricos D ir at-

likime kintam�uj�u keitini�:0
BBBBBBBB@

z1
� � �
zs
zs+1
� � �
zn

1
CCCCCCCCA

=

 
Is 0
0 D

!
0
BBBBBBBB@

u1
� � �
us

us+1

� � �
un

1
CCCCCCCCA
:

 
Is 0
0 D

!�1
�

0
BBBBBBBB@

z1
� � �
zs
zs+1
� � �
zn

1
CCCCCCCCA

=

0
BBBBBBBB@

u1
� � �
us

us+1

� � �
un

1
CCCCCCCCA
:
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Is 0
0 D

!T

�

0
BBBBBBBB@

z1
� � �
zs
zs+1
� � �
zn

1
CCCCCCCCA

=

0
BBBBBBBB@

u1
� � �
us

us+1

� � �
un

1
CCCCCCCCA
;

taigi

u1 = z1
� � �

us = zs
us+1 = cs+1zs+1 + � � �+ cnzn

� � �

ir
�1u

2
1 + � � �+ �su

2
s + us+1 + d3 = 0:

Atliksime paskutini� kintam�uj�u keitini�
u1 = v1
� � �

us = vs
us+1 = �vs+1 � d3

:

Gauname kanonini� necentrinio pavir�siaus lygties pavidal�a:

vs+1 =
v21
2p1

+ � � � + v2r
2pr

� v2r+1
2pr+1

� � � � � v2s
2ps

;

�cia j�ij = 1

2pi
, r > 0; s+ 1 � n:

Kai s+ 1 = n pavir�sius vadinamas paraboloidu.

Kai r = s = n� 1 pavir�sius vadinamas elipsiniu paraboloidu.

Kai r < s pavir�sius vadinamas hiperboliniu paraboloidu.

Panagrin_ekime centrinius ir necentrinius pavir�sius , kai n = 1; 2; 3.
1) n = 1:
Centriniai pavir�siai.
r � s; s > 0:

Kai r = 1 , tai
x2

a2
= 1 : du ta�skai ties_eje.

Kai r = 0 , tai -
x2

a2
= 1 : ;:
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Necentrini�u pavir�si�u n_era, nes b�utinai turi b�uti s < n:

2) n = 2:
Centriniai pavir�siai.

Kai s = 1; r = 1 , tai
x2

a2
= 1 : dvi lygiagre�cios ties_es.

Kai s = 1; r = 0 , tai -
x2

a2
= 1 : ;:

Kai s = 2; r = 2 ,

tai
x2

a2
+
y2

b2
= 1 : elips_e;

tai
x2

a2
+
y2

b2
= 0 : ta�skas.

Kai s = 2; r = 1 ,

tai
x2

a2
� y2

b2
= 1 : hiperbol_e;

tai
x2

a2
� y2

b2
= 0 : dvi susikertan�cios ties_es.

Kai s = 2; r = 0: ,

tai -
x2

a2
� y2

b2
= 1 : ;:

tai -
x2

a2
� y2

b2
= 0 : ta�skas.

Necentriniai pavir�siai.
Kai s = r = 1;

tai y =
x2

2p
: parabol_e.

3) n = 3:
Centriniai pavir�siai.
Kai s = 1; r = 1 ,

tai
x2

a2
= 1 : dvi lygiagre�cios plok�stumos;

tai
x2

a2
= 0 : viena plok�stuma.

Kai s = 1; r = 0 ,

tai -
x2

a2
= 1 : ;:

tai -
x2

a2
= 0 : viena plok�stuma.

Kai s = 2; r = 2 ,
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tai
x2

a2
+
y2

b2
= 1: elipsinis cilindras;

tai
x2

a2
+
y2

b2
= 0 : viena ties_e.

Kai s = 2; r = 1 ,

tai
x2

a2
� y2

b2
= 1 : hiperbolinis cilindras;

tai
x2

a2
� y2

b2
= 0 : dvi susikertan�cios plok�stumos.

Kai s = 2; r = 0: ,

tai -
x2

a2
� y2

b2
= 1 : ;:

tai -
x2

a2
� y2

b2
= 0 : viena ties_e.

Kai s = 3; r = 3;

tai
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 : elipsoidas;

tai
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 0 : ta�skas.

Kai s = 3; r = 2;

tai
x2

a2
+
y2

b2
� z2

c2
= 1 : viena�sakis hiperboloidas;

tai
x2

a2
+
y2

b2
� z2

c2
= 0 : k�ugis.

Kai s = 3; r = 1;

tai
x2

a2
� y2

b2
� z2

c2
= 1 : dvi�sakis hiperboloidas;

tai
x2

a2
� y2

b2
� z2

c2
= 0 : k�ugis.

Kai s = 3; r = 0;

tai -
x2

a2
� y2

b2
� z2

c2
= 1 : ;;

tai -
x2

a2
� y2

b2
� z2

c2
= 0 : ta�skas.

Necentriniai pavir�siai.
Kai s = r = 1;

tai y =
x2

2p
: parabolinis cilindras.

Kai s = 2; r = 2;

tai z =
x2

2p
+

y2

2q
: elipsinis paraboloidas.
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Kai s = 2; r = 1;

tai z =
x2

2p
� y2

2q
: hiperbolinis paraboloidas.

Pavyzdys 1.
Raskite lygties
P (x1; x2; x3) = 2x21 + x22 � 4x1x2 � 4x2x3 + 12x1 � 8x2 + 8x3 + 6 = 0
kanonini� pavidal�a. Kokio pavir�siaus �si lygtis?

P = XT

0
B@ 2 �2 0
�2 1 �2
0 �2 0

1
CAX + 2 (6;�4; 4)X + 6 = 0:

Tai centrinio pavir�siaus lygtis, nes sistema AF = �BT turi sprendini�:0
B@ 2 �2 0
�2 1 �2
0 �2 0

1
CA
0
B@ f1

f2
f3

1
CA =

0
B@ �6

4
�4

1
CA,
0
B@ f1

f2
f3

1
CA =

0
B@ �1

2
0

1
CA :

Atliekame kintam�uj�u keitini�X = Y +

0
B@ �1

2
0

1
CA :

P = 2y2
1
+ y2

2
� 4y1y2 � 4y2y3 � 8 = 0:

P = Y T

0
B@ 2 �2 0
�2 1 �2
0 �2 0

1
CA Y � 8 = 0

Atliekame ortogonal�uji� kintam�uj�u keitini� Y = 1

3

0
B@ 2 2 1
�2 1 2
1 �2 2

1
CAZ

1

3

0
B@ 2 2 1
�2 1 2
1 �2 2

1
CA

T 0
B@ 2 �2 0
�2 1 �2
0 �2 0

1
CA 1

3

0
B@ 2 2 1
�2 1 2
1 �2 2

1
CA =

0
B@ 4 0 0

0 1 0
0 0 �2

1
CA

P = 4z21 + z22 � 2z23 � 8 = 0

P = ZT

0
B@ 4 0 0

0 1 0
0 0 �2

1
CAZ � 8 = 0

z21
2

+
z22
8
� z23

4
= 1 - viena�sakis hiperboloidas.

Pavyzdys 2.
Raskite lygties
P (x1; x2; x3) =2x21 + 2x22 + 3x23 + 4x1x2 + 2x1x2 + 2x2x3 + 10x2 + 1 = 0
kanonini� pavidal�a. Kokio pavir�siaus �si lygtis?
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Tai necentrinio pavir�siaus lygtis, nes sistema AF = �BT neturi sprendinio.
Atliekame ortogonal�uji� keitini�:

X =

0
BB@

1p
3

1p
6

1p
2

1p
3

1p
6

� 1p
2

1p
3
� 2p

6
0

1
CCAY

ir gauname lygti�
P = 5y21 + 2y22 + 10

�
1p
3
y1 +

1p
6
y2 � 1p

2
y3
�
+ 1 = 0

P = Y T

0
B@ 5 0 0

0 2 0
0 0 0

1
CA Y + 10

�
1p
3
; 1p

6
; 1p

2
y3
�
Y = 0:

Atliekame kintam�uj�u keitini�

Y = Z +

0
BB@

� 1p
3

� 5

2
p
6

�11
p
2

40

1
CCA

tam ,kad panaikinti narius su y1 ir y2 ir laisv�aji� nari�.
Gauname lygti�
5z21 + 2z22 = 5

p
2z3 - tai elipsinio paraboloido lygtis.
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