Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas. Rimantas Grigutis

11 paskaita. Vektoriai erdvéje. Vektoriy vektoriné sandauga, savybés. Trijy
vektoriy misrioji sandauga, savybés. Vektoriaus koordinatés bazés atZvilgiu.

Vektoriai erdvéje.
Prisiminkime dviejy vektoriy erdveéje u ir v skaliarines sandaugos apibrézima:

u-v =l vfcos e,

¢ia [[u| ir ||v|| vektoriy u ir v ilgiai, o ¢ kampas atrp vektoriy.
Tada skaicius ||v]|cos¢ yra vektoriaus v projekcijos i vektoriy u ilgis,

>

u-v u u-v

o pati projekcija yra vektorius proj,v = ol ] = T qu . Analogiskai
u u u
. u-v
Projyu =—-—v.
vl

Tegu 1,j,k— vienetiniai vektoriai Dekarto koordinatinese asyse Ox, Oy, Oz.
Tada vektoriaus u Dekarto koordinatémis vadinamos israiskos:

u-1=u;, u-j=uy u-k=us
ir
u =uql + ug) + usk.
Taigi turime
uy = [Ju|| cos g1, uz = ||u|| cos pa, us = ||ul| cos s,

¢ia ©1, Y2, 3 yra vektoriaus u kampai su koordinaciy asiy Oz, Oy, Oz teigiamo-
mis kryptimis. Beto,

cos? ) + cos? g + cos? 3 = 1.

Vektoriy vektoriné sandauga, savybés.
Taikant vektorius geometrijoje, fizikoje ir kitur daznai tenka nagrineti vekto-
rius statmenus duotiems dviems vektoriams. Mes parodysime kaip galima butuy
apibreézti toki vektoriy.



Apibrézimas. Tegu u = (uq, uz, us) ir v = (vy, v, v3) yra vektoriai 3-matéje

ryz—erdvéje. Vektorius
uXxXv= (UQU3 — U3V2, U3V — ULV3, U1V — uzvl)

vadinamas vektoriy u ir v vektorine sandauga.

Pastaba. Vektoriaus u x v koordinates galima reiksti ir determinantais:

wev= ).

Nereikty maisyti vektoriy skaliarinés sandaugos ( tai skaicius) ir vektoriy vek-
torinés sandaugos ( tai vektorius). Zemiau esanti teorema parodo rysi tarp abiejy

sandaugy.
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Teorema. Tegu u = (uy, ug, us), v.= (vy,vq,03), W = (wy, wa, ws) yra vekto-
riai 3-mateje zyz—erdvéje. Tada
Du(uxv)=0 (u x v ortogonalus u)
2) viuxv)=0 (u x v ortogonalus v)
3) flux vlF = Jull ol = (V)P (Lagrange lygybé)
Hux(vxw)=(u-w)v—(u-v)w
S)(uxv)xw=(u-w)v—(v-u)u

Irodymas palieckamas skaitytojui.
Vektorinés sandaugos savybes yra teoremoje.

Teorema. Tegu u = (uy, ug, us), v.= (vy,vq,03), W = (wy, wa, ws) yra vekto-
riai 3-mateje zyz—erdvéje. Tada

l)uxv=—(vxu)

2)ux(v+w)=(uxv)+(uxw)

3) (u+v)xw=(uxw)+(vxw)

4) k(uxv)=(ku) xv=ux(kv)
5)ux0=0xu=0
6) uxu=0.

Irodymas palieckamas skaitytojui.



Isvados.

1)
ix1=0 1xj=k i1ixk=-—j
Jx1i=-k jJxj=0 jxk=1
kxi=) kxj=-1 kxk=0
Q)UXV: U1 Uy U3 | = 2 3 1— ! 3j—|— ! 2 k.
vy Us v U3 V1 U2

V1 Uy Vs
Teorema ( geometriné vektorinés sandaugos interpretacija).
1) Vektoriy u ir v vektorinés sandaugos ilgis yra lygus lygiagretainio, kurio

krastines yra u ir v, plotui:

[[u s vl = [ful [[v][sin ¢,

¢ia ¢— kampas tarp u ir v.
2) Vektoriy u ir v vektoriné sandauga yra vektorius statmenas plokstumai,

kurioje yra vektoriai u ir v, ir nukreiptas taip, kad, ziurint 18 jo galo, sukant vek-
toriy u vektoriaus v link maziausiu kampu, sukama bus pries laikrodzio rodykle.

[rodymas. Pasinaudokite Lagrange lybybe.

Trijy vektoriy misrioji sandauga, savybes.
Apibrezimas. Tegu u, v, w yra vektoriai 3-maté¢je zyz—erdvéje. Tada

u- (v X w)
vadina trijy vektoriy u, v, w misrigja sandauga ir kartais zymi (u,v,w).

Tegu u = (uy,uz, us), v.=(vy,vq9,03), W = (wy, we, w3) yra vektoriai 3-matéje

ryz—erdvéje. Tada teisinga

V2 U3 |. U1 U3 U1 V2

u (vxw)=u i— k
Wy W3 wyp W3 wyp Wy
V2 U3 v U3 U1 V2

U'(VXW): Uy — Uug + Us
Wy W3 wyp  ws wyp Wy




Uy Uz U3
u- (V X W) = V1 Uy U3
wp Wy wWs

Teorema ( miSriosios sandaugos savybés ir geometriné interpretacija).

DHu(vxw)=w-(uxv)=v-(wxu).

2) Vektory u, v, w misriosios sandaugos absoliuti reiksmé |u- (v x w)| yra lygi
gretasienio, kurio krastinéemis yra vektoriai u, v, w, turiui.

3) u- (v x w) = 0 tada ir tik tada, kai vektoriai u, v, w yra komplanarus ( yra
vienoje plokstumoje).

4) Piramides, kurios briaunomis yra vektoriai u, v, w, turis yra £ lu- (v x w)|.

Tris nenulinius nekomplanarius vektorius e;, es, €3 ( €1 - (€2 X e3) # 0) vadin-
sime baze.

Teorema. Bet kuris vektorius u vienintéliu budu reiskiamas baze e, e;, es:
u =Xe; + Ae; + Ases.

Skaiciai Aj, Az, A3 vadinami vektoriaus u koordinatémis bazéje e, e;, es.

Irodymas. Vienatinumas.
Tegu turime dar viena vektoriaus u reiskima baze ey, es, €3 :

u =\e; + Nyey + Nes.
Turime
()\1 — )\/1) e + ()\2 — )\/2) e, + ()\3 — )\é) €3 = 0.
Padauginkime sia lygybe skaliariskai 1§ vektoriaus ey x ej :
()\1 — )\/1) (e1 . (62 X 63)) =0.

Turime e; - (€3 X e3) # 0, todél Ay — A} = 0 ir Ay = A]. Analogiskai parodoma,
kad Ay = X, ir A3 = AL.

FEgzistavimas. Turime
U =proje, U + proje,u + proje, Uu.

Irodyta.



