Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas. Rimantas Grigutis

10 paskaita. Simetrijy grupés. Ciklinés grupés. Cayley teorema.

Apibrezimas. Geometrinés figiros [’ atvaizdis i ja pacia, nekeiciantis ats-
tumy tarp figuros tasky, vadinamas figiros F' simetrija.

Tegu gy ir g, yra figuros I simetrijos, t.y. funkcijos g1, g2 : F' — F, nekei¢ianc¢ios
atstumy tarp figuros tasky:

distance( A, B) = distance(g; (A), ¢ (B)) = distance(gz (4), 92 (B)),

cia A, B € F.

Simetrijy g1 ir g2 kompozicija g1 0 g2 : (g1 0 g2) (A) = g1 (g2 (A)) yra simetrija.
Simetriju ¢; ir g2 kompozicija g1 0 g2 vadinsime simetrijy ¢; ir g sandauga ir
Zymeésime ¢, - g1 arba tiesiog gog1, t.¥. g2g1 = g1 0 g3.

Trikampio posukiy grupé.

Tegu turime lygiakrast] trikampi AC'B (virsunés rasomos pagal laikrodzio
rodykle)ir O— §io trikampio centras. Trikampio AC'B posuki 120° kampu pries
laikrodzio rodykle centro O atzvilgiu pazymeékime raide a. Aisku, kad a yra trikam-
pio AC'B simetrija. a galima uzrasyti ir taip:

w A B C
\B C A)’
¢la virsutineje eiluteje isvardintos trikampio virsuneés, o apatinéeje nurodyta kur
kokia virsuné pereina atlikus posuki a.

Panasiai apibréziamas trikampio AC'B posukis 240° kampu pries laikrodzio
rodykle centro O atzvilgiu: pazymékime raide b. Tada

,_(ABC
“\c A B/

Tegu e— trikampio AC'B posukis 0° kampu pries laikrodzio rodykle centro O

atzvilgiu:
(A B C
“T\a B )



Teorema. Lygiakrascio trikampio( arba tiesiog trikampio) posukiai e,a,b
simetrijy sandaugos atzvilgiu yra grupe D = ({e,a,b}, ).

Irodyti palickame skaitytojui.

Pateiksime trikampio posukiy grupés veiksmuy lentele:
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¢ia veiksmy lenteléje esanti sandauga ¢y - g2 reiskia, kad ¢; imamas i$ lentelés
eiluteés, o g3 - 18 lentelés stulpelio.

Trikampio simetrijy grupé.

Be minety posukiy e, a,b yra dar trys lygiakrascio trikampio AC'B simetrijos
pusiaukrastiniy AL, BM,CN atzvilgiu:
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Teorema. Lygiakrascio trikampio( arba tiesiog trikampio) simetrijos e, a, b, ¢, d, f
simetrijy sandaugos atzvilgiu yra grupe S = ({e,a,b,¢c,d, f},-).

Irodyti palickame skaitytojui.

Pateiksime trikampio posukiy grupés veiksmuy lentele:
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Panasiai galima apibrezti staéiakampio posukiy, staciakampio simetrijy, kvadrato
posukiy, kvadrato simetrijy, rombo simetrijy, tasyklingojo n-kampio posukiy gru-
pes.

Bet kokios algebrinés strukturos tyrimas prasideda nuo postrukturiy nagrinéjimo.
Nenusizengsime ir mes §iai tradicijai ir pradésime apibrézimu.

Apibréezimas. Tegu G yra grupée. Poaibis H C G vadinamas grupes G
pogrupiu( arba tiesiog pogrupiu), jei

1) su visais h € H teisinga h=' € H

2) su visais hy, hy € H teisinga hihy € H.

Is apibrézimo turime, kad grupés GG pogrupis H yra pats grupé. Mes rasysime
H < G arba H < G. Kiekviena grupé G turi du trivialius pogrupius: {e} < G ir
G < G. Galéetume pateikti ir daugiau pogrupiy pavyzdziy. Taciau apsiribokime
tomis grupémis, kurias paminéjome sSiame skyriuje:

o D <S5

o {e,c} < 5 - 2 eilés pogrupis.

o {e,d} < § - 2 eilés pogrupis.

o {e,f} <5, -2 eilés pogrupis.

Pastebékime, kad tai ir yra visi netrivialus trikampio simetriju grupés pogru-
piai. Beto jie visi pasizymi tuo, kad jie yra vieno kurio nors elemento laipsniai,
pvz.. D = {e,a,a*}, nes a*> = b, o ¢ = a®. Apibendrinsime §| pastebéjima.

Teiginys. Tegu g € G. Tada
() = {g¥Ik = 0,£1,£2,...}

yra grupés (¢ pogrupis, generuojamas elementu ¢. Sia grupe vadina cikline
grupe generuojama g.

Irodymas palieckamas skaitytojui.

Mes jau zinome nemazai cikliniy grupiy pavyzdziy. Paminésime svarbiausius:
e sveikyjy skaiciy grupe (Z,+) = (1) = (—1) yra begaliné cikliné grupe

e grupé (Z,,+) = (1) yra baigtiné cikliné grupe.



Ciklinés grupes igalina apibrézti grupés elemento eile: grupés G elemento g €
(i eile vadina ciklinés grupés, generuotos elementu g, (¢) < G, eileir zymiord(g) =
)]

Pastebésime, kad musy pamineti cikliniy grupiy pavyzdziai yra svarbiausi, nes
visos ciklinés grupés yra izomorfiskos arba sveikyju skaiciy grupei Z, arba vienai is
grupiy Z, n € N, priklausomai nuo to, ar kalbama apie begaline, ar apie baigtine
cikline grupe.

Teorema apie ciklines grupes. 1. Baigtiné cikliné grupe (g), , kurioje yra
n elementy, yra izomorfiné grupei Z,, :

(), =g, 9% 0" " = e}, ) = (Lo, +).

2. Begaliné cikliné grupé (g) yra izomorfiné grupei Z.

Irodymas. 1. Funkcija ¢, : Z, — (g), , apibrézta formule ¢, (1%) = ¢~ yra
izomorfizmas:

a) @, yra abipus vienareikime funkcija, nes, jei ¢, (l%) = p (Z) ,tai ¢F = ¢,
0<k<I[<n—1,ir¢gF=cirtodél [ =k irl=k.

b) Turime

o [ e (FED) ik i<
w(kH)— [%(m) kai k +1>n
gk+l

- [ gk—l—l—n — gk—l—l—ngn — gk—l—l

=" = ¢a (F) o (1)

2. Funkcija o : Z — (g) , apibrézta formule oo (k) = ¢* yra izomorfizmas:

a) o yra abipus vienareikimeé funkcija, nes, jei o (k) = o (1), tada ir tik
tada, jei g* = ¢' ,irgF =eirtodél [ —k=0ir k=1L

b) Turime

po(k+1)=g"" =g" g" = wo (k) o ().
Irodyta.

Dabar parodysime, kad i bet kuria baigtine grupe galima ziureti kaip 1 keitiniy
grupes S, pogrupi.



Teorema(A.Cayley). Tegu (G,-) yra baigtiné grupé, turinti n elementy.
Tada egzistuoja funkcija
f:G—=S5G)=S

n?

tenkinanti savybes

flg)=f(g) = a=
flg-h)=f(g)of(h).

[rodymas.Va € GG konstruojame keitini L, : G — G, L,(g) = g - a . Taigi

L _ gl 92 gn
¢ qia gaa - gpQ

g2, (injektyvumas)
(homomorfizmas)

ir L, €5, .
Turime aibiy lygybe

{917927 7gn} = {gl c4,g2 Cy..yGp e Cl} =G

Turime
1) L, € Sy,
2) L;l = Ly-1,

3) Lab(g) = g-(a-b)=(g-a) b= Ly(La(g)) = (La o Ls)(g), taigi, Loy =
La 0 Lb.

Gavome, kad keitiniai L,,, L,,, ..., L, sudaro grupe H C S (G) = S,,.

Funkcija f: G — H C S, apibrézta formule f(¢) = L, .

[rodyta.

Pavyzdysl. Rombo simetriju grupes idéjimas i simetrine grupe.

Tegu G = {e,a,b, ¢} - rombo simetrijy grupé. Cia e ir a posukiai atitinkamai
0° ir 180° kampu, o b ir ¢ simetrijos istrizainiy atzvilgiu. Tada veiksmy lentele
Sioje grupeje

e a b ¢
e e a b ¢
a a e ¢ b
b b ¢ e a
c c b a e



) e a b ¢ ) e a b ¢
lrLez(eabc):ld’La:(a cb):(ea)(bc),Lb:

€
(Z “ 7 Z)z(eb)(ac),Lc:(i .o Z):(ec)(ab).
Pavyzdys 2. Ciklinés grupés ( pvz. n-ojo laipsnio sakny i$ 1 multiplikacinés
grupés) idéjimas i simetrine grupe.
Tegu ¢ - primityvioji n-ojo laipsnio saknis i$ vieneto. Tada visos n-ojo laipsnio

Saknis i§ vieneto yra primityviosios saknies ¢ laipsniai : ¢,&2,...,e"" 1" = 1 ir
e e &l gnh gn
} e? &3 &t " e
I € 52 53 . a,_:n—l ch
2 —
15 53 54 55 . €n+1 €n+2

ir t.t. Pavyzdziui, kai n = 6 turime reiskima keitiniais:

le(; Lo f):(123456)
Lzz(é L 5)2(135)(246)
L3:(}1 ? 2 L g):(14)(25)(36)
L4:(é R Z):(153)(264)
):(165432)
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