
Algebra ir geometrija informatikams. Paskait�u konspektas. Rimantas Grigutis

10 paskaita. Simetrij�u grup_es. Ciklin_es grup_es. Cayley teorema.

Apibr_e�zimas. Geometrin_es �g�uros F atvaizdis i� j�a pa�ci�a, nekei�ciantis ats-
tum�u tarp �g�uros ta�sk�u, vadinamas �g�uros F simetrija.

Tegu g1 ir g2 yra �g�uros F simetrijos, t.y. funkcijos g1; g2 : F ! F; nekei�cian�cios
atstum�u tarp �g�uros ta�sk�u:

distance( A;B) = distance(g1 (A) ; g1 (B)) = distance(g2 (A) ; g2 (B)) ;
�cia A;B 2 F:

Simetrij�u g1 ir g2 kompozicija g1 � g2 : (g1 � g2) (A) = g1 (g2 (A)) yra simetrija.
Simetrij�u g1 ir g2 kompozicij�a g1 � g2 vadinsime simetrij�u g1 ir g2 sandauga ir
�zym_esime g2 � g1 arba tiesiog g2g1; t.y. g2g1 = g1 � g2:

Trikampio pos�uki�u grup_e.

Tegu turime lygiakra�sti� trikampi� ACB (vir�s�un_es ra�somos pagal laikrod�zio
rodykl�e)ir O� �sio trikampio centras. Trikampio ACB pos�uki� 120� kampu prie�s
laikrod�zio rodykl�e centroO at�zvilgiu pa�zym_ekime raide a:Ai�sku, kad a yra trikam-
pio ACB simetrija. a galima u�zra�syti ir taip:

a =

 
A B C

B C A

!
;

�cia vir�sutin_eje eilut_eje i�svardintos trikampio vir�s�un_es, o apatin_eje nurodyta kur
kokia vir�s�un_e pereina atlikus pos�uki� a:

Pana�siai apibr_e�ziamas trikampio ACB pos�ukis 240� kampu prie�s laikrod�zio
rodykl�e centro O at�zvilgiu: pa�zym_ekime raide b: Tada

b =

 
A B C

C A B

!
:

Tegu e� trikampio ACB pos�ukis 0� kampu prie�s laikrod�zio rodykl�e centro O
at�zvilgiu:

e =

 
A B C

A B C

!
:



Teorema. Lygiakra�s�cio trikampio( arba tiesiog trikampio) pos�ukiai e; a; b
simetrij�u sandaugos at�zvilgiu yra grup_e D = (fe; a; bg ; �) :

I�rodyti paliekame skaitytojui.

Pateiksime trikampio pos�uki�u grup_es veiksm�u lentel�e:

� e a b

e e a b

a a b e

b b e a

,

�cia veiksm�u lentel_eje esanti sandauga g1 � g2 rei�skia, kad g1 imamas i�s lentel_es
eilut_es, o g2 - i�s lentel_es stulpelio.

Trikampio simetrij�u grup_e.

Be min_et�u pos�uki�u e; a; b yra dar trys lygiakra�s�cio trikampio ACB simetrijos
pusiaukra�stini�u AL;BM;CN at�zvilgiu:

c =

 
A B C

A C B

!
; d =

 
A B C

C B A

!
; f =

 
A B C

B A C

!
:

Teorema. Lygiakra�s�cio trikampio( arba tiesiog trikampio) simetrijos e; a; b; c; d; f
simetrij�u sandaugos at�zvilgiu yra grup_e S = (fe; a; b; c; d; fg ; �) :

I�rodyti paliekame skaitytojui.

Pateiksime trikampio pos�uki�u grup_es veiksm�u lentel�e:

� e a b c d f

e e a b c d f

a a b e f c d

b b e a d f c

c c d f e a b

d d f c b e a

f f c d a b e

.
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Pana�siai galima apibr_e�zti sta�ciakampio pos�uki�u, sta�ciakampio simetrij�u, kvadrato

pos�uki�u, kvadrato simetrij�u, rombo simetrij�u, tasyklingojo n-kampio pos�uki�u gru-

pes.

Bet kokios algebrin_es strukt�uros tyrimas prasideda nuo postrukt�uri�u nagrin_ejimo.
Nenusi�zengsime ir mes �siai tradicijai ir prad_esime apibr_e�zimu.

Apibr_e�zimas. Tegu G yra grup_e. Poaibis H � G vadinamas grup_es G

pogrupiu( arba tiesiog pogrupiu), jei
1) su visais h 2 H teisinga h�1 2 H

2) su visais h1; h2 2 H teisinga h1h2 2 H:

I�s apibr_e�zimo turime, kad grup_es G pogrupis H yra pats grup_e. Mes ra�sysime
H � G arba H < G: Kiekviena grup_e G turi du trivialius pogrupius: feg � G ir
G � G: Gal_etume pateikti ir daugiau pogrupi�u pavyzd�zi�u. Ta�ciau apsiribokime
tomis grup_emis, kurias pamin_ejome �siame skyriuje:

� D < S:

� fe; cg < S ,- 2 eil_es pogrupis.
� fe; dg < S ,- 2 eil_es pogrupis.
� fe; fg < S; ,- 2 eil_es pogrupis.

Pasteb_ekime, kad tai ir yra visi netrivial�us trikampio simetrij�u grup_es pogru-
piai. Beto jie visi pasi�zymi tuo, kad jie yra vieno kurio nors elemento laipsniai,
pvz.: D = fe; a; a2g ; nes a2 = b; o e = a0: Apibendrinsime �si� pasteb_ejim�a.

Teiginys. Tegu g 2 G: Tada

hgi =
n
gkjk = 0;�1;�2; :::

o

yra grup_es G pogrupis, generuojamas elementu g: �Si�a grup�e vadina cikline
grupe generuojama g:

I�rodymas paliekamas skaitytojui.

Mes jau �zinome nema�zai ciklini�u grupi�u pavyzd�zi�u. Pamin_esime svarbiausius:
� sveik�uj�u skai�ci�u grup_e (Z;+) = h1i = h�1i yra begalin_e ciklin_e grup_e
� grup_e (Zn;+) = h�1i yra baigtin_e ciklin_e grup_e.
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Ciklin_es grup_es i�galina apibr_e�zti grup_es elemento eil�e: grup_es G elemento g 2
G eile vadina ciklin_es grup_es, generuotos elementu g; hgi � G; eil�e ir �zymi ord(g) =
jhgij :

Pasteb_esime, kad m�us�u pamin_eti ciklini�u grupi�u pavyzd�ziai yra svarbiausi, nes
visos ciklin_es grup_es yra izomor��skos arba sveik�uj�u skai�ci�u grupei Z; arba vienai i�s
grupi�u Zn;n 2 N; priklausomai nuo to, ar kalbama apie begalin�e, ar apie baigtin�e
ciklin�e grup�e.

Teorema apie ciklines grupes. 1. Baigtin_e ciklin_e grup_e hgin, kurioje yra
n element�u, yra izomor�n_e grupei Zn :

hgi
n
= (fg; g2; :::; gn�1; gn = eg ;+) � (Zn;+) :

2. Begalin_e ciklin_e grup_e hgi yra izomor�n_e grupei Z:

I�rodymas. 1. Funkcija 'n : Zn ! hgin ; apibr_e�zta formule 'n

�
�k
�
= gk yra

izomor�zmas:
a) 'n yra abipus vienareik�sm_e funkcija, nes, jei 'n

�
�k
�
= 'n

�
�l
�
; tai gk = gl ,

0 � k � l � n � 1; ir gl�k = e ir tod_el l = k ir �l = �k:
b) Turime

'n

�
�k + �l

�
=

2
4 'n

�
k + l

�
; kai k + l < n

'n

�
k + l � n

�
; kai k + l � n

=

"
gk+l

gk+l�n = gk+l�ngn = gk+l

= gkgl = 'n

�
�k
�
'n

�
�l
�
:

2. Funkcija '0 : Z!hgi ; apibr_e�zta formule '0 (k) = gk yra izomor�zmas:
a) '0 yra abipus vienareik�sm_e funkcija, nes, jei '0 (k) = '0 (l) ; tada ir tik

tada, jei gk = gl , ir gl�k = e ir tod_el l� k = 0 ir k = l:

b) Turime

'0 (k + l) = gk+l = gk gl = '0 (k)'0 (l) :

I�rodyta.

Dabar parodysime, kad i� bet kuri�a baigtin�e grup�e galima �zi�ur_eti kaip i� keitini�u
grup_es Sn pogrupi�.
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Teorema(A.Cayley). Tegu (G; �) yra baigtin_e grup_e, turinti n element�u.

Tada egzistuoja funkcija

f : G ! S (G) = S
n
;

tenkinanti savybes

f (g1) = f (g2)() g1 = g2; (injektyvumas)
f (g � h) = f (g) � f (h) : (homomor�zmas)

I�rodymas.8a 2 G konstruojame keitini� La : G! G , La(g) = g � a . Taigi

La =

 
g1 g2 � � � gn
g1a g2a � � � gna

!

ir La 2 Sn .
Turime aibi�u lygyb�e

fg1; g2; :::; gng = fg1 � a; g2 � a; :::; gn � ag = G:

Turime
1) La 2 Sn;

2) L�1
a = La�1;

3) La�b (g) = g � (a � b) = (g � a) � b = Lb (La (g)) = (La � Lb) (g) ; taigi, La�b =
La � Lb:

Gavome, kad keitiniai Lg1 ; Lg2; :::; Lgn sudaro grup�e H � S (G) = Sn:

Funkcija f : G! H � Sn apibr_e�zta formule f (g) = Lg .
I�rodyta.

Pavyzdys1. Rombo simetrij�u grup_es i�d_ejimas i� simetrin�e grup�e.
Tegu G = fe; a; b; cg - rombo simetrij�u grup_e. �Cia e ir a pos�ukiai atitinkamai

0� ir 180� kampu, o b ir c simetrijos i�stri�zaini�u at�zvilgiu. Tada veiksm�u lentel_e
�sioje grup_eje

� e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e
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ir Le =

 
e a b c

e a b c

!
= id , La =

 
e a b c

a e c b

!
= (ea) (bc) , Lb = 

e a b c

b c e a

!
= (eb) (ac) , Lc =

 
e a b c

c b a e

!
= (ec) (ab) :

Pavyzdys 2. Ciklin_es grup_es ( pvz. n-ojo laipsnio �sakn�u i�s 1 multiplikacin_es
grup_es) i�d_ejimas i� simetrin�e grup�e.

Tegu " - primityvioji n-ojo laipsnio �saknis i�s vieneto. Tada visos n-ojo laipsnio
�saknis i�s vieneto yra primityviosios �saknies " laipsniai : "; "2; :::; "n�1; "n = 1 ir

L" =

 
" "2 "3 � � � "n�1 "n

"2 "3 "4 � � � "n "

!

L"2 =

 
" "2 "3 � � � "n�1 "n

"3 "4 "5 � � � "n+1 "n+2

!

ir t.t. Pavyzd�ziui, kai n = 6 turime rei�skim�a keitiniais:

L1 =

 
1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 6 1

!
= (123456)

L2 =

 
1 2 3 4 5 6
3 4 5 6 1 2

!
= (135) (246)

L3 =

 
1 2 3 4 5 6
4 5 6 1 2 3

!
= (14) (25) (36)

L4 =

 
1 2 3 4 5 6
5 6 1 2 3 4

!
= (153) (264)

L5 =

 
1 2 3 4 5 6
6 1 2 3 4 5

!
= (165432)

L6 =

 
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

!
= id:
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