
Algebra ir geonetrija informatikams. Paskait�u konspektas. Rimantas Grigutis
9 paskaita. �Saknys i�s vieneto ir grup_es.

Kaip ir su kiekvienu nenuliniu kompleksiniu skai�ciumi, taip ir su 1 turime
lygiai n n�ojo laipsnio �sakn�u i�s 1 :

1 = [1; 0] = cos 0 + i sin 0

"k = cos
2�k

n
+ i sin

2�k

n
;

k = 0; 1; 2; :::; n� 1:
Visos n� ojo laipsnio �saknys i�s vieneto yra apskritimo, kurio centas yra koor-

dina�ci�u prad�zioje ir spindulys lygus 1, ta�skai. Vienas i�s �si�u ta�sk�u sutampa su 1 (

kai k = 0 ). �Saknies "1 argumentas yra
2�

n
= 2� �

1

n
; t.y. n � oji apskritimo dalis.

Kit�u �sakn�u "2; :::; "n�1 argumentai yra
2�k

n
= 2� �

2

n
; :::;

2� (n� 1)

n
= 2� �

n� 1

n
:

Visos n� ojo laipsnio �saknys i�s vieneto dalija vienetini� apskritim�a i� n lygi�u dali�u.
Vis�u n� ojo laipsnio �sakn�u i�s vieneto aib�e �zym_esime U (n) :

Apibr_e�zimas. n� ojo laipsnio �saknis i�s vieneto " vadinama primityvi�aja
n� ojo laipsnio �saknimi i�s vieneto, jei "m 6= 1 su m < n:

Ai�sku, kad skai�cius "1 = cos
2�

n
+ i sin

2�

n
yra primityvioji n� ojo laipsnio

�saknis i�s vieneto. Kai n > 2; turime ir daugiau primityvi�uj�u n� ojo laipsnio
�sakn�u i�s vieneto. Teisinga tokia teorema:

Teorema. Skai�cius "k = cos
2�k

n
+ i sin

2�k

n
yra primityvioji n� ojo laipsnio

�saknis i�s vieneto tada ir tik tada, kai skai�ci�u k ir n bendras did�ziausias daliklis
yra lygus 1 ( tokius skai�cius dar vadina tarpusavyje pirminiais skai�ciais).

I�rodymas. ()) : Tegu k ir n yra tarpusavyje pirminiai skai�ciai ir "m
k

= 1:
Tada

2�km

n
= 2r�; �cia r - sveikas skai�cius.

Turime



km = nr;

ir tod_el km dalijasi i�s n: Bet k ir n yra tarpusavyje pirminiai skai�ciai, tod_el m

dalijasi i�s n: Tada turime, kad m � n ir tod_el skai�cius "k = cos
2�k

n
+ i sin

2�k

n
yra primityvioji n� ojo laipsnio �saknis i�s vieneto.

(() : Tegu "k yra primityviojin� ojo laipsnio �saknis i�s vieneto ir d =BDD(k; n) ;

n = n1d; k = k1d: Tada "k = cos
2�k

n
+ i sin

2�k

n
= cos

2�k1d

n1d
+ i sin

2�k1d

n1d
=

cos
2�k1
n1

+ i sin
2�k1
n1

ir "n1
k1

= 1: I�s �cia turime, kad n = n1 ir d = 1; t.y. skai�ciai n

ir k yra tarpusavyje pirminiai.
I�rodyta.

Pavyzdys.

Primityvios n -ojo laipsnio �saknys i�s 1
n �sakn�u skai�cius Primityvios �saknys "k
3 2 "1; "2
4 2 "1; "3
5 4 "1; "2; "3; "4
6 2 "1; "5
7 6 "1; "2; "3; "4; "5; "6
8 4 "1; "3; "5; "7
9 6 "1; "2; "4; "5; "7; "8
10 4 "1; "3; "7; "9
11 10 "1; "2; "3; "4; "5; "6; "7; "8; "9; "10
12 4 "1; "5; "7; "11

.

Teiginys. Skai�cius "k = cos
2�k

n
+ i sin

2�k

n
yra primityvioji n1 =

n

d
� ojo

laipsnio �saknis i�s vieneto, �cia d = BDD(n; k) :

I�rodymas. Skai�ciai n1 =
n

d
ir k1 =

k

d
yra tarpusavyje pirminiai skai�ciai ir

tod_el pagal k�a tik i�rodyt�a teorem�a skai�cius "k = cos
2�k

n
+ i sin

2�k

n
= cos

2�k1
n1

+

i sin
2�k1
n1

= "k1 yra primityvioji n1� ojo laipsnio �saknis i�s vieneto.
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I�rodyta.

Teiginys( �sakn�u i�s vieneto savyb_es).
1. Jeigu � ir � 2 U (n) ; tai ir � � � 2 U (n) :
2. Jeigu � 2 U (n) ; tai ��1 2 U (n) :
3. Jeigu " yra primityviojin-ojo laipsnio �saknis i�s 1; o � 2 U (n) ; tai egzistuoja

toks k 2 N; kad � = "k:

4. Jeigu " yra primityvioji n-ojo laipsnio �saknis i�s 1; o � yra kuri nors n-ojo
laipsnio �saknis i�s �; tai skai�ciai "0�; "1�; "2�; :::; "n�1� yra visos skirtingos n-ojo
laipsnio �saknys i�s �:

I�rodymas. 1. Jei � ir � 2 U (n) ; tai �n = �n = 1: Tada (��)n = �n�n = 1
ir � � � 2 U (n) :

2. Jei � 2 U (n) ; tai �n = 1: Tada (��1)
n
= ��n = (�n)�1 = 1 ir ��1 2 U (n) :

3. Tegu " yra primityvioji n-ojo laipsnio �saknis i�s 1: Tada skai�cius "k 2 U (n) ;

nes
�
"k
�
n

= ("n)k = 1: �Sakn�u i�s 1 sekoje 1 = "0; "1; "2; :::; "n�1 n_era sutampan�ci�u,

nes jei b�ut�u "k = "m; �cia 0 � k < m � n� 1 < n; tai "m�k = 1 ir 0 < m� k < n;

o tai prie�staraut�u tam, kad " yra primityvioji n-ojo laipsnio �saknis i�s 1: Gavome,
kad sekoje 1 = "0; "1; "2; :::; "n�1 yra visos skirtingos n-ojo laipsnio �saknys i�s 1:

4. Tegu �n = � ir " yra primityvioji n-ojo laipsnio �saknis i�s 1: Tada
�
"k�

�n
=�

"k
�n

�n = 1 � � = � ir "k� yra n-ojo laipsnio �saknis i�s � su visais k 2 Z: Skai�ci�u

� = "0�; "1�; "2�; :::; "n�1� sekoje n_ers sutampan�ci�u,nes jei b�ut�u "k� = "m�; �cia
0 � k < m � n � 1 < n; tai "m�k = 1 ir 0 < m � k < n; o tai prie�staraut�u
tam, kad " yra primityvioji n-ojo laipsnio �saknis i�s 1: Gavome, kad sekoje � =
"0�; "1�; "2�; :::; "n�1� yra visos skirtingos n-ojo laipsnio �saknys i�s �:

I�rodyta.
Apibr_e�zimas( grup_es apibr_e�zimas). Tegu G yra aib_e, kurioje apibr_e�zta

operacija " � "; t.y. taisykl_e, bet kuriai aib_es G element�u porai (g1; g2) priskirianti
aib_es G element�a g3: Aib_e (G; �) vadinama grupe, jei teisingos �sios savyb_es

G1. g1 (g2g3) = (g1g2) g3 su visais g1; g2; g3 2 G: �Si�a savyb�e vadiname veiksmo
asociatyvumu.

G2. Egzistuoja toks e 2 G; kad su visais g 2 G teisinga eg = ge = g: Element�a
vadiname neutraliu grup_es elementu.

G3. Su kiekvienu g 2 G egzistuoja toks h 2 G; kad gh = hg = e: Element�a h
vadiname atvirk�stiniu elementui g ir �zymesime g�1:
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Grupi�u pavyzd�ziai.
1. Sveik�uj�u skai�ci�u aib_e Z sud_eties + at�zvilgiu yra grup_e.
2. Racionali�uj�u skai�ci�u aib_e Q sud_eties + at�zvilgiu yra grup_e.
3. Reali�uj�u skai�ci�u aib_e R sud_eties + at�zvilgiu yra grup_e.
4. Kompleksini�u skai�ci�u aib_e C sud_eties + at�zvilgiu yra grup_e.
5. Matric�u aib_esMm�n(Z);Mm�n(Q);Mm�n(R);Mm�n(C) sud_eties + at�zvilgiu

yra grup_e.
6. Dviej�u sveik�u skai�ci�u aib_e Z2 = f�1; 1g sandaugos � at�zvilgiu yra grup_e.
7. Nenulini�u racionali�uj�u skai�ci�u aib_e Q sandaugos � at�zvilgiu yra grup_e.
8. Nenulini�u reali�uj�u skai�ci�u aib_e R sandaugos � at�zvilgiu yra grup_e.
9. Nenulini�u kompleksini�u skai�ci�u aib_e C sandaugos � at�zvilgiu yra grup_e.
10. Nei�ssigimusi�u racionali�u( reali�u, kompleksini�u) matric�u aib_e GL (n;K)

sandaugos � at�zvilgiu yra grup_e.
11. Vis�u keitini�u aib_e Sn su joje apibr_e�zta kompozicijos operacija � yra grup_e.
12. n-ojo laipsnio kompleksini�u �sakn�u i�s 1 aib_e U (n) sandaugos � at�zvilgiu yra

grup_e.
13. Aib_e Zn =

n
�0; �1; �2; :::; n� 1

o
operacijos "+", apibr_e�ztos formule

�i+ �j =

"
i+ j; kai i+ j < n

i+ j � n; kai i+ j � n
;

yra grup_e.
14.Tegu � = (1; 2; :::; n) 2 Sn: Keitini�u aib_e h�i = fid = �0; �1; �2; :::; �n�1g

su joje apibr_e�zta kompozicijos operacija � yra grup_e.

I�s apibr_e�zimo turime, kad grup_es (G; �) neutralusis elementas apibr_e�ztas vien-
areik�smi�skai: jei e0 yra neutralusis grup_es G elementas, tai e0 = e0 � e = e � e0 = e:

Svarbiausia grup_es savyb_e yra prastinimo taisykl_e.
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Teorema( prastinimo taisykl_e). Tegu G yra grup_e. Tada
� jei ax = ay; tai x = y:

� jei xa = ya; tai x = y:

I�rodymas. Tegu ax = ay: Padauginkime �si�a lygyb�e i�s kair_es i�s a�1 ir pasin-
audoj�e asociatyvumo savybe tur_esime

x = a�1ax = a�1ay = y:

Tegu xa = ya: Padauginkime �si�a lygyb�e i�s de�sin_es i�s a�1 ir pasinaudoj�e asoci-
atyvumo savybe tur_esime

x = xaa�1 = yaa�1 = y:

I�rodyta.

I�svados. 1.Su kiekvienu grup_esG elementu g egzistuoja vienintelis atvirk�stinis
g�1:

2. Grup_eje G lygtys ax = b ir xa = b i�ssprend�ziamos vienareik�smi�skai.

I�rodymas. 1. Tegu gh = hg = e: Tada

h = he = h (gg�1) = (hg) g�1 = eg�1 = g�1:

2. Jei ax = b; tai x = a�1b yra lygties sprendinys. Ir jei ax1 = b; tai pagal
prastinimo taisykl�e lygybei ax = ax1 turime x = x1:

Jei xa = b; tai x = ba�1 yra lygties sprendinys. Ir jei x1a = b; tai pagal
prastinimo taisykl�e lygybei xa = x1a turime x = x1:

I�rodyta.

Apibr_e�zimai. Grup_e G vadinama baigtine, jei aib_eje G yra baigtinis ele-
ment�u skai�cius. Aib_es G element�u skai�ci�u vadiname grup_es eile. Sakoma, kad
grup_es G elementai a ir b komutuoja, jei ab = ba: Grup_e G vadinama komu-
tatyvia grupe, jei ab = ba su visais a; b 2 G:
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Pavyzd�ziai. 1. Grup_es 1-5,6-10 yra begalin_es eil_es.
2. Grup_es Z2 eil_e yra 2, grup_es Sn eil_e yra n!; grup_es U (n) eil_e yra n; grup_es

Zn eil_e yra n:
3. Grup_es 1-4, 6-9,12-14 yra komutatyvios grup_es.
4. Grup_es 5,10,11 yra nekomutatyvios grup_es.

Kai kurios grup_es, net ir tur_edamos skirtingos prigimties elementus ir skirtin-
gai apibre�ztas operacijas, turi vienodas savybes. Patikslinsime �si� pasteb_ejim�a.

Apibr_e�zimas. Tegu (G; �) ir (H; �) dvi grup_es. Funkcij�a f : G ! H vadi-
nama grupi�u izomor�zmu, jeigu

1) f yra bijekcija,t.y.
� jei f (g1) = f (g2) ; tai g1 = g2 su visais g1; g2 2 G; ir
� su visais h 2 H egzistuoja toks g 2 G; kad f (g) = h:

2) Su visais g1; g2 2 G teisinga f (g1 � g2) = f (g1) � f (g2) :
Jeigu egzistuoja grupi�u G ir H izomor�zmas, tai sakoma, kad grup_es G ir H

yra izomor�n_emis ir ra�soma G � H:

Jau i�s apibr_e�zimo matome, kad izomor�n_ese grup_ese vienos grup_es element�u
sandauga atitinka kitos grup_es element�u sandaug�a( dar sakoma, kad grupi�u izomor-
�zmas " i�slaiko operacij�a"). �Siuo po�zi�uriu izomor�n_es grup_es yra vienodos. Dar
daugiau, grupi�u izomor�zmo pagrindu galima kalbeti apie ekvivalentumo santyki�:

1. G � G ( izomor�mu yra tapatusis atvaizdis g ! g ).
2. Jei G � H; tai ir H � G ( jei f yra izomor�zmas, tai ir f�1 yra izomor�z-

mas).
3. Jei G1 � G2; o G2 � G3; tai G1 � G3 ( izomor�zm�u kompozicija yra

izomor�zmas).
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Pavyzd�ziai. 1 . (C;+) �

 ( 
a b

�b a

!
2M2 (R)

)
;+

!
: Izomor�zmas: a+

ib!

 
a b

�b a

!
:

2. (Cn f0g ;�) �

 ( 
a b

�b a

!
2M2 (R) ; a2 + b2 6= 0

)
; �

!
: Izomor�zmas: a+

ib!

 
a b

�b a

!
:

3. (R;+) �

 ( 
a 0
0 a

!
2M2 (R)

)
;+

!
: Izomor�zmas: a!

 
a 0
0 a

!
:

4. (Rn f0g ;�) �

 ( 
a 0
0 a

!
2M2 (R) ; a 6= 0

)
; �

!
: Izomor�zmas: a!

 
a 0
0 a

!
:

5. (Zn;+) � (U (n) ; �) : Izomor�zmas: k !
h
1; 2�k

n

i
:

6. (Zn;+) � (h�j� = (1; 2; :::; n) 2 Sni ; �) : Izomor�zmas: k ! �k:

7. (R;+) �

 ( 
1 a

0 1

!
; a 2 R

)
; �

!
: Izomor�zmas: a!

 
1 a

0 1

!
:
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