Algebra ir geonetrija informatikams. Paskaity konspektas. Rimantas Grigutis
9 paskaita. Saknys i§ vieneto ir grupés.

Kaip ir su kiekvienu nenuliniu kompleksiniu skai¢iumi, taip ir su 1 turime
lygiai n n—ojo laipsnio sakny i§ 1 :

1 =[1,0] =cos0+1isin0
2ok . . 27k
£ = COS — + 181N ——,
n n
k=0,1,2,...,n — 1.
Visos n— ojo laipsnio saknys i$ vieneto yra apskritimo, kurio centas yra koor-
dinac¢iy pradzioje ir spindulys lygus 1, taskai. Vienas is 8iy tasky sutampa su 1 (

. 27 1
kai & =0 ). Saknies £; argumentas yra — = 27 - —, t.y. n — oji apskritimo dalis.
n n
L ] ok 2 2 (n —1) n—1
Kity sakny ey, ...,6,_1 argumentai yra — =27 - —, ..., ———= = 21 - ——.

n n n
Visos n— ojo laipsnio Saknys i$ vieneto dalija vienetini apskritima i n lygiu daliy.
Visy n— ojo laipsnio sakny i$ vieneto aibe Zymésime U (n).

Apibrézimas. n— ojo laipsnio saknis i§ vieneto ¢ vadinama primityvigja
n— ojo laipsnio saknimi i§ vieneto, jei €™ # 1 su m < n.
" 2r .. 27w e Ce
Aisku, kad skai¢ius ¢y = cos — 4+ 1sin — yra primityvioji n— ojo laipsnio
n n
saknis i§ vieneto. Kai n > 2, turime ir daugiau primityviyjy n— ojo laipsnio
sakny i$ vieneto. Teisinga tokia teorema:

2ok . 27k

Teorema. Skaicius ¢, = cos —— + ¢ sin —— yra primityvioji n— ojo laipsnio
n
Saknis i§ vieneto tada ir tik tada, kai skaiciy & ir n bendras didziausias daliklis
yra lygus 1 ( tokius skaicius dar vadina tarpusavyje pirminiais skaic¢iais).

Irodymas. (=). Tegu k ir n yra tarpusavyje pirminiai skaiciai ir e = 1.
Tada
2rkm

n

= 2rm, ¢ia r - sveikas skaicius.

Turime



km = nr,

ir todel km dalijasi i§ n. Bet k ir n yra tarpusavyje pirminiai skaiciai, todel m
e . . . . 2rk . 27k
dalijasi 18 n. Tada turime, kad m > n ir todél skaicius ¢, = cos — + 2sin ——
n n
yra primityvioji n— ojo laipsnio saknis i$ vieneto.

(<) . Tegu e yra primityvioji n— ojo laipsnio saknis i§ vieneto ir d =BDD(k,n) ,

2rk . . 27k 2rkyd .. 2mkid
n = nid,k = kid. Tada ¢, = cos — + 1sin —— = cos L 7 sin Ll
n n nq nyd
27’[’]{1 . 2 . n v v . . o .
cos + ¢sin ir ep! = 1. I8 ¢ia turime, kad n = ny ir d = 1, t.y. skaiciai n
ni ni
ir k yra tarpusavyje pirminiai.
Irodyta.
Pavyzdys.
Primityvios n -ojo laipsnio saknys is 1
n | sakny skaic¢ius | Primityvios Saknys e
3 2 €1,€2
4 €1,E€3
5 4 €1,€2,€3,&4
6 2 €1,E5
7 6 €1,€2,€3,84,E5,%6
8 4 €1,83,85,€7
9 6 €1,€2,E4,E5,€7, €8
10 4 51753757759
11 10 €1,€2,€3,€4,85,€6,£7,8,€9,€10
12 4 €1,85,€7, €11
. 2k .. 27k e nooo.
Teiginys. Skaic¢ius ¢ = cos —— + 1s8in —— yra primityvioji n; = 2~ 0o
n
laipsnio §aknis i§ vieneto, ¢ia d = BDD(n, k).
n
Irodymas. Skaiciai n; = i ir ky = 7 yra tarpusavyje pirminiai skai¢iai ir
2nk .. 2k 2mk
todél pagal ka tik irodyta teorema skaicius ¢, = cos —— 4+ ¢ sin —— = cos Ly
n n nq
.. 21k . . . . -
7sin = &, yra primityvioji n;— ojo laipsnio saknis i vieneto.
ni



Irodyta.

Teiginys( Ssakny i8 vieneto savybeés).

L. Jeignair e U(n), taiira-F€lU(n).

2. Jeigu a € U(n), tai a™t € U (n).

3. Jeigu € yra primityvioji n-ojo laipsnio §aknis i§ 1, 0 o € U (n), tai egzistuoja
toks k € N, kad o = £,

4. Jeigu ¢ yra primityvioji n-ojo laipsnio saknis i§ 1, o 3 yra kuri nors n-ojo
laipsnio saknis i§ «, tai skaiciai °3,e'3,223,...,e" 713 yra visos skirtingos n-ojo
laipsnio saknys i$ «.

Irodymas. 1. Jei air 3 € U(n), tai " = " = 1. Tada (o))" = o"p" =1
ira-gel(n).

2. Jeia € U(n),taia” = 1. Tada (a™!)" = a™" = (oz”)_l =liratelU(n).

3. Tegu ¢ yra primityvioji n-ojo laipsnio $aknis i§ 1. Tada skai¢ius e* € U (n),
nes (5k)n = (5”)k = 1. Saknu i§ 1 sekoje 1 = &%, &', 2%, ..., """ néra sutampandiy,
nes jei buty ¥ =™, a0 <k<m<n—-l<ntaie™*=1ir0<m—k <n,
o tal priestarauty tam, kad ¢ yra primityvioji n-ojo laipsnio saknis i 1. Gavome,
kad sekoje 1 = %, &t,¢%, ..., e~ yra visos skirtingos n-ojo laipsnio saknys i§ 1.

4. Tegu ™ = « ir ¢ yra primityvioji n-ojo laipsnio Saknis i 1. Tada (5kﬁ)n =
(5k)n B =1-a = air "3 yra n-ojo laipsnio saknis i§ o su visais k& € Z. Skaic¢iy
B =3, e'B3,e28,...,e" 13 sekoje nérs sutampanéiy,nes jei bty 3 = £ 43, ¢ia
0<k<m<n-—1<mn,taic™* =1ir0 < m—k < n, o tai priestarauty
tam, kad ¢ yra primityvioji n-ojo laipsnio Saknis 1§ 1. Gavome, kad sekoje [ =
e%8,e'B3, %3, ...,e" 13 yra visos skirtingos n-ojo laipsnio saknys is a.

Irodyta.

Apibrézimas( grupeés apibrézimas). Tegu G yra aibé, kurioje apibrézta
operacija 7 -7, t.y. taisyklé, bet kuriai aibés GG elementy porai (g1, ¢2) priskirianti
aibés (¢ elementa gs. Aibé (G, -) vadinama grupe, jei teisingos sios savybés

G1. g1 (g293) = (9192) g3 su visais g1, ga, g3 € G. Sia savybe vadiname veiksmo
asociatyvumu.

(G2. Egzistuoja toks e € (5, kad su visais g € ( teisinga eg = ge = g. Elementa
vadiname neutraliu grupes elementu.

G3. Su kiekvienu g € (G egzistuoja toks h € (¢, kad gh = hg = e. Elementa h

vadiname atvirkstiniu elementui ¢ ir Zymesime ¢g=1.



Grupiy pavyzdzial.
Sveikyjuy skai¢iy aibé Z sudeties + atzvilgiu yra grupé.
Racionaliyjy skaic¢iy aibe Q sudeties + atzvilgiu yra grupé.
Realiyjy skaic¢iy aibé R sudeties + atzvilgiu yra grupé.
Kompleksiniy skaiciy aibé C sudéties + atzvilgiu yra grupé.
5. Matricy aibés M,y (Z), Myxn(Q), Myxn(R), My v, (C) sudéties + atzvilgiu
yra grupe.
6. Dviejy sveiky skaiciy aibe Zy; = {—1,1} sandaugos - atzvilgiu yra grupe.

e o =

7. Nenuliniy racionaliyjy skai¢iy aibe Q sandaugos - atzvilgiu yra grupe.

8. Nenuliniy realiyjuy skaiciy aibé R sandaugos - atzvilgiu yra grupe.

9. Nenuliniy kompleksiniy skai¢iy aibé C sandaugos - atzvilgiu yra grupe.

10. Neissigimusiy racionaliy( realiy, kompleksiniy) matricy aibé G'L (n, K)
sandaugos - atzvilgiu yra grupe.

11. Visy keitiniy aibé S, su joje apibrezta kompozicijos operacija o yra grupeé.

12. n-ojo laipsnio kompleksiniy sakny i$ 1 aibé U (n) sandaugos - atzvilgiu yra
grupe.

13. Aibe Z,, = {0, 1,2, ,m} operacijos "+”, apibreztos formule

- = i+ 7,kaii+j<n
2 ‘I_ ] — 7]7 . ] . y
i1+7—n, kaii+j5>n
yra grupe.
14.Tegu o = (1,2,...,n) € S,. Keitiniy aibé (o) = {id = 0% o', 0% ...,0" '}
su joje apibrézta kompozicijos operacija o yra grupe.

I§ apibrézimo turime, kad grupés ((, -) neutralusis elementas apibréztas vien-
areikdmiskai: jei ¢’ yra neutralusis grupés G elementas, tai ¢ = ¢’ -e=¢-¢ =e.
Svarbiausia grupés savybe yra prastinimo taisykleé.



Teorema( prastinimo taisykle). Tegu GG yra grupé. Tada
® jei axr = ay, tal x = y.
® jei xa = ya, tal x = y.

1

Irodymas. Tegu ax = ay. Padauginkime sia lygybe i$ kairés i§ a™" ir pasin-

audoje asociatyvumo savybe turésime

1

r=a ax:a_lay:y.

1

Tegu za = ya. Padauginkime sia lygybe is desinés i§ ¢ ir pasinaudoje asoci-

atyvumo savybe turésime

1 1

T =zxaa - = yaa - =Y.

Irodyta.

Isvados. 1.Su kiekvienu grupes G elementu g egzistuoja vienintelis atvirkstinis
-1

gt
2. Grupéje G lygtys ax = b ir xa = b i8sprendziamos vienareiksmiskai.

Irodymas. 1. Tegu gh = hg = e. Tada

h=he=h (gg_l) = (hg) g_l = eg_l = g_l.

2. Jei ax = b, tai * = a~'b yra lygties sprendinys. Ir jei ax; = b, tai pagal
prastinimo taisykle lygybei az = ax; turime x = z;.

Jei xza = b, tai x = ba™! yra lygties sprendinys. Ir jei xja = b, tai pagal
prastinimo taisykle lygybei xa = zya turime x = z;.

Irodyta.

Apibréezimai. Grupé GG vadinama baigtine, jei aibéje G yra baigtinis ele-
menty skaicius. Aibés GG elementy skai¢iy vadiname grupes eile. Sakoma, kad
grupés (G elementai « ir b komutuoja, jei ab = ba. Grupé GG vadinama komu-
tatyvia grupe, jei ab = ba su visais a,b € G.



Pavyzdziai. 1. Grupés 1-5,6-10 yra begalines eilés.

2. Grupés Zy eilé yra 2, grupés S, eilé yra n!, grupés U (n) eilé yra n, grupeés
Z, eilé yra n.

3. Grupeés 1-4, 6-9,12-14 yra komutatyvios grupes.

4. Grupes 5,10,11 yra nekomutatyvios grupes.

Kai kurios grupés, net ir turédamos skirtingos prigimties elementus ir skirtin-
gai apibreztas operacijas, turi vienodas savybes. Patikslinsime §i pastebéjima.

Apibrézimas. Tegu (G, %) ir (H,o) dvi grupés. Funkcija f : G — H vadi-
nama grupiy izomorfizmu, jeigu

1) f yra bijekcija,t.y.

o jei f(g1) = f(g2), tai g1 = gp su visais g1, 92 € G, ir

e su visais h € H egzistuoja toks g € GG, kad f (g) = h.

2) Su visais g1, g2 € G teisinga f (g1 * g2) = f(g1) 0 f(g2).

Jeigu egzistuoja grupiy GG ir H izomorfizmas, tai sakoma, kad grupes G ir H
yra izomorfinémis ir rasoma ' ~ H.

Jau 1§ apibrézimo matome, kad izomorfinése grupése vienos grupés elementy
sandauga atitinka kitos grupes elementy sandauga( dar sakoma, kad grupiy izomor-
” iglaiko operacija”). Siuo pozitriu izomorfinés grupés yra vienodos. Dar
daugiau, grupiy izomorfizmo pagrindu galima kalbeti apie ekvivalentumo santyki:

fizmas

1. G~ G ( izomorfimu yra tapatusis atvaizdis ¢ — ¢ ).

2. Jei G~ H, tai ir H ~ G ( jei f yra izomorfizmas, tai ir f~! yra izomorfiz-
mas).

3. Jei Gh ~ Gy, 0 Gy & (s, tai Gy ~ G5 ( izomorfizmy kompozicija yra
izomorfizmas).



a

Pavyzdziai. 1 . (C,4) =~ ({(

) a b
zb—>(_b a)'

C\{0},)~ ({( _ab 2 ) € My(R),a* +b* # 0} ) ) . Izomorfizmas: a+

b Z ) e M, (R)},—I—) . Izomorfizmas: a +

e M, (R)} \ —I—) . Izomorfizmas: a — 8 2

0
R\ {0} ,) ~ ({(g 0 ) EMQ(R),a%O},-).Izomorﬁzmas:a—> (g 2

4. ( "
5. (Zy,+)~ (U (n),-). Izomorfizmas: k — {1, 22—’“} :
6. (Zn,+)~ ({o]lo =(1,2,...,n) € S,),0). Izomorfizmas: k — o*.
1 a 1 a
7. (RA4) =~ ({( 01 ,aER},-).Izomorﬁzmas. a— ( 01 )

).



