Algebra ir geonetrija informatikams.Paskaity konspektas. Rimantas Grigutis
8 paskaita. Kompleksiniai skaiciai.

Ivadas. Kompleksiniy skai¢iy aibe C galima apibrezti 2 x 2 matricomis.
Apibrezimas. Kompleksiniu skai¢iumi vadiname matrica
()
b a |’
¢ia a ir b&realieji skaicial.
a

“\0 «

Auksciau matéme, kad tokias matricas galima sutapatinti su pac¢iu realiu skai¢iumi

Kompleksini skaiciy [a] vadinsime realiu kompleksiniu skai¢iumi.

a. Pagrisime §i sutapatinima.
Realius kompleksinius skai¢ius [a] ir [b] vadinsime atitinkamai realiaja ir menamaja

kompleksinio skaiciaus (Z jb ) dalimi. Kompleksinjskaiciy ((1) %}1 ) Zymesime
raide 7.
Tada
a<:>b_a0_|_0<:>b_a0_|_0<:>1 b 0\
b a / \0 «a b 0 /) \0 «a 1 0 0 b )
[a] + 2 [0]
ir

2 0 <l 0«1\ (&« 0 ~ ]
L1l 0 1 0 L0 sl ) '
Du kompleksiniai skai¢iai yra lygus tada ir tik tada, kai lygios ju realios ir
menamos dalys:

(le le ) = [as] +i[b1] = [az] + i [b] = ( Zj &by

I ¢ia tiesiogiai turime, kad kompleksinis skai¢ius lygus nuliui tada ir tik tada,
kaijo realioji ir menamoji dalys lygios nuliui:

)@alzazirblzbg.
az

[a] +i[b]=[0] & a=0irb=0.



Realiy kompleksiniy skaiciy aritmetika tokia pat kaip ir paciy realiy skaiciy:
[a] + [b] = [a + 0] ir [a] [b] = [ad].

Realiy kompleksiniy skai¢iy aibé sudaro kuna. Skaitytojui paliekame savarankiskai
isitikinti, kad siems skaiciams teisingos visos kuno aksiomos:

K1 (a] + [5) + [e] = [a] + (8] + [e])

K2. [a] + [b] = [b] + [a] -

[
K3. [a] + [0] = [a] .
K4. [a] + [<a] = [0].
K5. ([a] [0]) [¢] = [a] ([6] [c])
K6. [a] [b] = [b] [a].
K7. [a] [1] = [4]

K8. Su visais a 7E 0 teisinga [a][a™'] = [1].
K9. [a] ([o] + [¢]) = [a] [0] + [a] [¢].
K10. [0] # [1].

Pastebesime, kad

] [b] = [a] + (&[b]) = la] + [<8] = |a <b]ir
d = [a] (b7 = [a] [b71] = [ab™}] = [2].
Taigi realius kompleksinius skaic¢ius [a] galime sutapatinti su paciais realiais

skaic¢iais « ir kopleksini skaiciy [a] 4 7 [b] Zyméti tiesiog a + ib.
Zvilgtelkim idémiau i paciy kompleksiniy skai¢iy aritmetika.

sl

Dviejy kompleksiniy skaiciy suma irgi yra kompleksinis skai¢ius:
(a1 +1db1) + (az +1b2) = (a1 + az) + i (b + bs).
Dviejy kompleksiniy skaic¢iy sandauga irgi yra kompleksinis skai¢ius:

(a1 +1by) (ag + 1by)
= ay (az + 1bz) + (1by) (az + 1by) = araz + ay (1b) + (iby) ag + (iby) (ibs)
= a1as + tarby + ibyas + 1?b1by = (aras + (&1) biby) + i (a1bs + bras)
= (ayaz ©b1by) + i (ar1by + byas).

sudeties ir sandaugos atzvilgiu sudaro kuna. Pastebesime tik, kad kompleksinio
skaiciaus a+ib priesingas skaicius yra (<a)+i (<b), o jei a+1ib # 0, t.y. a*+b* # 0,
tai atvirkstinis kompleksinis skai¢ius yra (a + ib)_l =c+id = ﬁ + zﬁ )

2



Geometrinis kompleksiniy skai¢iy apibrezimas. Kompleksiniu skai¢iumi
z vadiname vadiname realiyjy skai¢iy pora (a, b) , kuria reiksiame lygybe z = a+ib;
skai¢ius a vadinamas realigja z dalimi ir Zzymimas ¢ =Re(z) ; skaic¢ius b vadinamas
menamgja z dalimi ir zymimas b =Im(z). Kompleksiniy skaic¢iy aibé Zzymima C.

Kompleksiniy skai¢iy aibéje yra apibréztas sudéties ir sandaugos veiksmas for-
muléemis:

(a4 i)+ (c+id)=(a+c)+i(b+d);
(a +1b) - (c+id) = (ac=bd) + i (ad + be).

Kaip matéeme aukscéiau, kompleksiniy skaiciy aibé sudeties ir sandaudos atzvilgiu
sudaro kuna. Tuo galima isitikintiir tiesiogiai tikrinan kuna apibreziancias savybes.

Is apibrézimo matome, kad kiekvienam kompleksiniam skaic¢iui z = a 4+ b
galima vienareiksmiskai priskirti plokstumos, kurioje yra Dekarto koordinaciy sis-
tema, taska (a,b). Kompleksiniy skaiciy aibés reiskimas vadinamas Gauso skaiciy
plokstuma( Gauss’sche Zahlenebene) arba kompleksiniy skaic¢iy plokstuma. Sis
reiskimas pasiteisina jau ir tuo, kad pagrindiniai kompleksiniy skai¢iy veiksmai
paprastai interpretuojami geometriskai: dviejy kompleksiniy skai¢iy a4 b ir ¢+1d
sudétis interpretuojama kaip dvimaciy vektoriy (a,b) ir (¢, d) suma (a,b)+ (¢, d) =
(a + ¢,b+ d) (prisiminkime lygiagretainio taisykle).

Sandaugos veiksmo interpretacijai naudojamas trigonometrinis kompleksinio
skaiciaus z = a + 1b reiskimas, ivedant plokstumoje tasko («,b) polines koordi-
nates [r, ¢| : ¢ia r&tasko A = (a,b) atstumas iki tasko O = (0,0), kuris vadina-
mas poliumi, o < kampas tarp teigiamos < asies ir spindulio O A. Pastebésime,
kad su kiekvienu r > 0 kampas ¢ yra apibréziamas 360° ( arba 27) kampo kar-
totinio tikslumu; beto kai r = 0, kampas ¢ neapibreziamas. taigi, kiekviena
kompleksini skaiciy z = a 4 b galime reiksti:

z=[r ¢, r >0, 0° <@ <360° (0<¢p<2m).
Rysis tarp dviejy kompleksinio skai¢iaus z reiskimy z = a 4+ b = (a,b) ir

z = [r,¢] pasireiskia formulémis:

a=r-cosp
b=r-singp

ir



AT
r =0

a
cosp = —
sinp = —

"
0<p<2m

Kompleksinio skai¢iaus z koordinatés polinéje koordinaciy sistemoje [r, ¢] yra

vadinamos ir reiskiamos:

r = |z| & skaic¢iaus 2 modulis, ¢ = arg z& skaic¢iaus z argumentas.

Jeigu kompleksinio skai¢iaus argumenta neapribosime intervalu [0, 27), tai du
kompleksiniai skaic¢iai zq = [ry, ¢1] it 22 = [r2, p2] yra lygus tada ir tik tada, kada

arba ry = ry = 0 ir @1, o< bet kokie kampai,

arbary =ry It @1 =@s+ k- 27 suvisais k € Z.

Grizkime prie geometrines sandaugos veiksmo interpretacijos. Tegu

21 = [r1,¢1] = r1cos ey + irysin @y

ir

29 = [ra, 2] = racos py + iry sin ;.

Tada

z129 = 1172 ((€OS 1 COS P2 &8N 1 8in @2 ) + 1 (cos 1 8in @2 + sin @y cos p2))
rirz (cos (@1 + ¢2) + 1sin (1 + 2))

ir todel

2122 = [1ira, o1 + 2], by

|2122] = |z1] - |22
arg (z122) = argz; + arg z»

Skaic¢iaus z; sandauga su skai¢iumi zy geometriskai galime interpretuoti kaip
skai¢iaus zy posuki kampu @9 ir 7istempima” r9 kartus. Toks kompleksiniy skai¢iy
sandaugos interpretavimas nesunkiai leidzia paaiskinti skaiciaus z # 0 atvirkstinio

skaitiaus 271 = ~ geometrine prasme.
z



Apibrezimas. Tegu z = a + ib € C. Skai¢ius z = a <1b € C vadinamas
skai¢iaus z jungtiniu skai¢iumi.

Yra teisingos Sios lygybes:

e Re(z), s Im(z), z-z=|z%
[sraiska N (z) = z - 7 = |z|* vadinama skai¢iaus z norma.
Tegu dabar
z=[rplo 27 =g,
Tada

st =gl g vl =l gp+ vl =1=[L,0],
t.y.
rog=1, e+ =0+42rk, keI,
ir
g=r"Y, W =ep+ork, ke€Zirpvz. ¢ =&y

Atsizvelge i tai, kad cos (&) = cos ¢, 0 sin (&yp) = Ssin p, turime, kad
o .
zl=r (cosc,o<:>zs1nc,o)} PR

Z:T(COSS«Q‘|’ZSIHS‘Q)7T7£0:> g:r(coscp<:>i8int,9)

1 z z
s 2

ZZ r

Tegu dabar z; = [r1,@1] it 20 = [r2, @] , 22 # 0( t.y. r2 # 0).
Tada

21 1
— = |1 =2
z2 L)

Dabar induktyviai apibrésime kompleksinio skaiciaus z laipsni z", n € N :

=1, Ztl =y su visais n € N.

Tada



z=[rel=r=0"n ¢l

su visais n € N.
Zinodami, kad 27!

= [r el ir 27 = (271)", tai
Z = [7"7 99] =r "= [T_”,<:>n . c,o] su visais n € N.

Taigi

z=[r,o] ="

[r",n- @] su visais n € Z,
t.y.

z=r(cosp+ising) = 2" =r"(cosnp + isinnp) su visiais n € Z.

Si israiska vadinama Muavro (Abraham de Moivre,1667-1754) formule.
Apibrésime dabar Saknies traukimo veiksma i§ kompleksinio skaic¢iaus.

Apibrezimas. n< ojo laipsnio $aknimi i§ kompleksinio skai¢iaus z vadiname
tokius kompleksinius skaicius w, kuriems teisinga lygybé w” = z

Parodysime, kad egzistuoja lygiai n,n > 2, n - ojo laipsnio sakny i$ kom-
pleksinio skaiciaus z.

Tegu

z=1[r,p]=r(cosp+ising),ow=[q,¢] =q(cost)+isiny) ir w" = z.
Tada

[qnvn ) 77“ = [T7S‘Q] :

Jeigu z =0, taiirr =0, todéel ¢" =0=¢g=0, t.y. w=0.
Jeigu z # 0, tai ir r # 0, todel

s

n-=e+2rk, kcZ
2k
p= LT g
n

Jeigu ki, ko € 7, tai is lygybes

@ + 21k B @ + 21k

tor-l, leZ
n n




turime, kad

ki ks =1-n su kazkuriuo [ € Z.
k1 = ky (modn).

Gavome: jeigu z # 0ir z = r (cos p + isin ) € C, tai n&ojo laipsnio Saknimis

yra kompleksiniai skaiciai

2k 2k
wk:%(cosu—l—isinu), kelZ,
n n

ir du tokie skaiciai wy, ir wy, yra lygus tada ir tik tada, kada k; = ky (modn).
Visos skirtingos n<o0jo laipsnio saknys i§ kompleksinio skai¢iaus z yra wq, wy, ..., W, _1.

Teiginys. Tegu z=a+1b, z1, zo € C. Tada yra teisingos Sios savybés.
1) (2) =z,

1

Z1 4 22 = Z1 + Zo, atskiru atveju &z = 2.
- . . 1
71 23 = Z1 - Z2, atskiru atveju (—) = -

z

I

N
N(z1-z3)=N(z1) - N(z)ir N (j—:) = EZ) su visiais z3 # 0.
3) Jeigu |z| = Va® +b? = /2 - Z, tai
|21 - 22| = |z1] - |22 ,
2y ] su visiais z3 # 0.
Z9 |ZQ|

4) (Trikampio nelygybé).

|21 + 22| < |z ] + |22



Irodymas. [rodysime trikampio nelygybe:

it =Gtn) -G =lal tlalta-ntan=
21" + 2Re(z1 - 22) + [22]” < |21 |" 4221 52|2—|- |za]” = |21]” + 2|21 - 2] + |22 =
(2] 4 =2])"
Istrauke aritmetine kvadratine Saknj, turésime
|21 + 22| < |z ] + |22
Irodyta.

Isvados. IS trikampio nelygybes turime

|71 22| <[] 4 |22
|21+ 22| 2 |21 <[22

= |z + 29| 2z &2
DRSS (= kit al 2 lal sl

taigl su visais 21, 2 € C yra teisinga

|[21] & ]za]] < |21 £ 2] < za] + |22



