Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas. Rimantas Grigutis

7 paskaita. Malricos.

Matrica yra staciakampe lentelé su joje jrasytais skaiciais. Matricy, kuriose
yra m eiluc¢iy ir n stulpeliy, sakysime m x n matricos, aibe zymeésime M,,x,, (F),
¢ia F'& arba Q, arba R. Pacias matricas zymesime didziosiomis lotyniskomis
raidémis, o lygybé A = (a,;) reiks, kad matricos elementai yra skai¢iai a;;. Pats
skaicius a;; yra 14 oje eilutéje ir j& ame stulpelyje. Daznai skaiciy a;; zymi ir
taip : a;; = (A),;-

Sakysime, kad matricos A = (a;;) ir B = (b;;) yra lygios, jei jos yra to pacio
dydzio, ir a;; = b;; su visais ¢ ir j.

Matricy aibéje M, ., (F') yra apibréziami sie veiksmai:

Matricy sudétis: A+ B = (a;;) + (bij) = (a;; + bij) .
Matricos daugyba i§ skaic¢iaus: A - A =X (a;;) = (Aayj) .

Apibrézimai. 1) Matricos A prieSinga matrica vadinsime matrica (<1) -
A= &A

2) Matrica O = (0i;) € Myxn (F) , 0;; = 0 su visais ¢ ir j, vadinsime nuline
matrica.

Matricy aibéje M,«n, (F'), kurioje apibrézti sudéties ir daugybos i§ skaiciaus
veiksmai, yra teisingos §ios savybés( ¢ia A, u< skaiciai, A, B ir €< matricos i§
Mysn (F)):

Vl (sudéties asociatyvumas) (A+ B)+C =A+ (A+C).

V2.(sudéties komutatyvumas) A+ B = B 4+ A.
V3.(nulinés matricos egzistavimas) O + A = A.
V4.(priesingos matricos egzistavimas) A 4+ (&A) = O.

V5. (A +p) A=A+ pA.

V6. A(A+ B)= XA+ AB.

V7. (M) A= A(pA).

8. 1-A=A.

<



Apibrezimas. Matematiniy objekty aibé, kurioje apibrézta sudétis ir dau-
gyba i§ skaiciaus, priklausancio F| ir Sie veiksmai tenkina savybes V1&VE8 vadi-
nama vektorine erdve vir§ F.

Turime, kad matricy aibé M,,y, (F') yra vektoriné erdve virs F. Tuo atveju,
kai m = 1, sakome, kad turime eiluciy vektorine erdve Miy, (F') = F" ( vadiname
aritmetine eilu¢iy vektorine erdve), o kai n = 1, sakome, kad turime stulpeliy
vektorine erdve M, «1 (F') = F,,, ( vadiname aritmetine stulpeliy vektorine erdve).

Tegu Ay, ..., As € Mpsn (F),00q,...,05 € F. Matrica ay A1+ - -+, A; vadina
matricy Ay, ..., As tiesine kombinacija. Parodysime, kaip tiesiniy lygciy sistema
reiksti stulpeliy tiesine kombinacija.
a4+ @y 4 A aar, = by
T . o S a9y + a9 + -+ - + ag,x, = by
egu turime tiesiniy lygciy sistema

A1 Ty + QpaTs + - -+ @ppt, = by,

a1y + ayprs + - 4 ayr, = by
a9y + a9 + -+ - + ag, T, = by (1)

A1 Ty + QpaTs + - -+ @ppt, = by,

Apibrézkime stulpelius:

a11 12 A1n b1
21 92 4P) . bz
A= A= T A= T e B=
Am1 Am2 Umn bm

Tada sistema (1) galima uzrasyti ir taip:
oA+ 2 As+ -+ 2, A, = B.

Taigi, norint igspresti tiesiniy lygéiy sistema (1) reikia mokéti stulpelj B reiksti
stulpeliy Ay, As, ..., A, tiesine kombinacija.



Apibrezimas. Matricy A ir B sandauga A - B = AB apibréziama tik tada
kai matricos A stulpeliy skai¢ius sutampa su matricos B eiluciy skai¢iumi. Jeigu
A = (a;j) € Mpxn it B=(b;j) € My , tai matrica AB € M,y ir

(AB)Z']‘ = Z (A)is (B)sj = aj101; 4 aioby; 4 - - - + ainby;.

s=1

Pavyzdziai.

(1 2 3)(
(10 0).
2) Sandauga (il’) @4) (1 2 3) neapibrézta.
1 3
((32)(72)-(5 )
(T35

Matome, kad sandauga tarp matricy ne visada apibrézta, o kai net apibrezta
- ne visada komutatyvi: paskutiniai pavyzdziai rodo, kad ne visada AB = BA.

— 0 =
o

<:>4> 2(1-1—|-2-3—|—3-1 1-((:)1)+2-(<:)4)-|-3-3):
3

Sl

Tiesiny lygciy sistema (1) galima uzrasyti ir taip:

11 12 - Q1n €1 by
21 OG22 -+ dpn Lo - by
Am1 Am2  Ump T bm

Matricy sandaugos veitksmo savybés:

SI. A\(AB)=(MA)B=A(\B).

S2.( sandaugos asociatyvumas) (AB)C = A(BC).
S3. (distributyvumas) (A4 B)C = AC + BC.

S4. (distributyvumas) D (A+ B) = DA+ DB.

Irodysime sandaugos asociatyvuma.



Jeigu lygybés (AB)C = A(BC) abi pusés yra apbréztos, tai A € My,«n, B €
My, C € M,ys . Tada AB € M,y , (AB)C € M55 ivr BC € M, , A(BC) €
M, s. Taigi matricos (AB)C ir A(BC) yra to pacio dydzio. Turime

r r

((4B) ), = X2 (AB),, - (O, = u;(é( ) (B),,) - (0),, =
S (5 (0 B))- () = Z( (<B>w<c>w))=
VZ: ((A)m-él ((B),, ( )) Z:j( L (BO),;) = (A(BC)),,.

Cla pasmaudopme skaiciy distributyvumo savybe:

u=1"=

(dia -|-d12 +- -|-d1n)—|-(d21 +dyy+ - Fdon) - (dpy F o+ -+ dn)
(diy +doy + -+ dp)+(diz + dpa + - -+ dya) 4+ A (dip + do + -+ dpp)
Z (dlv —I_ d2v —I_ —I_ dr’u = Z Zr: du,u

v=1 1=l

Irodyta.

Paaiskinsime matricy sandaugos veiksmo apibrézima tiesininiy keitiniy kom-
pozicijos veiksmu. Tegu turime du tiesinius kintamuyjuy keitinius:

y1 = bnxy + bigxs + - + by,
Yz = by + bygxa + -+ + by,

Yp = bpizy + by + -+ + bppay,
ir
Z1 = auyr + a2y + -+ apyn

Zg = Qo1y1 + A22y2 + - -+ + d2ryy,

Zm = Am1Y1 + Um2Y2 + -+ UmkYn -

Uzrasykime siuos keitinius matricomis:



Y1 T Z1 A1
Y2 - B T2 . z2 — A Y2
Yk T Zm Yk

¢ia A = (a;;) € My it B = (b;j) € My, - keitiniy matricos.

<1 €4
Tada tiesinio keitinio | 2 | =c¢ | *? | matrica C = AB.
Zm Ty
Apibrézimas. Kvadratiné matrica I,, = (6;;) € M, 5ii = 1, kaiz=j
. n (¥ nxnsy Yig 07 kal Z 7£]

vadinama n<> osios eilés vienetine matrica.

Akivaizdu ,kad su visomis matricomis A € M,, ir B € M, teisingos ly-
gybes:

A-l,=1.-A=Auwl,-B=B-1,=0B.

aip 0 dip aip - 4m
Apibrezimas. Tegu A = oo . Matrica AT =
m1 ° Omn a1p = Omp
vadiname transponuota matrica. Turime (AT) =(A4),-
ij

Matricos transponavimo operacija tenkina Sias savybes:

T1. (A+ B) = AT + BT kai A,B € M,,,,.

T2. ()\A)T = ). AT, su visais \.

T3. (AB)' = BT - AT kai A € M,,x, B € M,,,,.
Ta. (47)" = A,

[rodysime T3 savybe.

r

((AB)T) _=(AB),; = > (A),, (B),, =

E u=1

3 a1), (07), = 3 (07), (47), = 7 )

ug tj



Irodyta.

Nagrinékime kvadratiniy matricy aibe M,.x,, (F') = M,. Aibéje M, apibréztos
matricy sumos, matricos sandaugos i§ skai¢iaus ir matricy sandaugos sandaugos
operacijos. Siy operacijy atzvilgiu teisingos savybés:

V1-V8; S1-54. Beto teisinga savybe:

S5.(vienetinés matricos egzistavimas) A - [, = [, - A = A su visomis A € M,,.

Apibrezimas. Matematiniy objekty aibé, kurioje apibrézta sudétis , daugyba
i§ skaiciaus, priklausancio F| ir daugyba, ir Sie veiksmai tenkina savybes V1<VS8
ir S1-54 vadinama algebra virs F.

Turime, kad kvadratiniy matricy aibé M,, (F') yra algebra virs F. Pacios skaitinés
aibes Q ir R yra algebros virs saves. Atsizvelge | tai, kad

A-A=(Al,)- Asuvisomis A€ M, (F)ir A € F,

i kvadratiniy matricy algebra M, (F') galima ziuréti kaip { aibés F' ”isplétima”,
jeigu skai¢iy A sutapatinsime su matrica A- [,,. Funkcija f : A — X- [, yra bijekcija
is algebros F' i algebra M, (F'), tenkinanti savybes( sako: "islaiko operacijas”):

SO A ) =)+ F(p)
FO ) =F) - fp).

Pastebékime, kad skaitinés algebros Q ir R (abi jas mes zymime raide F')pasi-
zymi dar dviejomis sandaugos veiksmo savybémis:

S6.(sandaugos komutatyvumas) Su visais A ir y € F teisinga A -y =y - A.

S7.(atvirkstinio elemento egzistavimas)Kiekvienam A # 0,A € F egzistuoja
atvirkstinis skaicius: A7 =1 : A (A7) =1

Apibrézimas. Matematiniy objekty aibé, kurioje apibrézta sudétis ir dau-
gyba, ir sie veiksmai tenkina savybes analogiskos savybems V1&V4 ir 52-57 vad-
inama kiinu.

Taigi, turime realiyjy skai¢iy kuna R ir racionaliyjy skaiciy kuna Q. Atkreip-
kime démesj | tai, kad sveikyjy skai¢iy aibé Z neéra kunas, nes joje neispildyta
savybe S7.



Mes jau zinome, kad kvadratiniy matricy aibéje M, (F') negalioja sandaugos
komutatyvumo savybé ( ne su visomis matricomis teisinga AB = BA). Aptarkime
dabar kvadratiniy matricy aibéje savybe S7.

Apibrézimas. Sakome, kad kvadratiné matrica A € M, (F') turi atvirkstine
matrica, jeigu egzistuoja tokia kvadratiné matrica B € M,, (F), kad

AB=BA=1,.
Teiginys (atvirkstinés matricos vienatinumas). Jeigu B ir C' yra matri-
cos A atvirkstines, tai B = C.
Irodymas.Tegu matricos B ir (' yra matricos A atvirkstinés:
AB=BA=1,1r AC =CA=1,. Tada
B=BIl,=B(AC)=(BA)C=1,C=C
Irodyta.

Pastaba. Matricos A atvirkstine matrica zymi A™! :
AAT = ATTA=1,.

Teorema. Tegu A € M, (F'). Visos zemiau pateiktos salygos yra ekivalencios.
1. Matrica A - neissigimusi.
2. Homogeniniy tiesiniy lygciy sistema AX = O turi vienintéli sprendini. Cia

L1 0
X=| - |1x0O=
Tn 0
3. det A # 0.
4. Matrica A turi atvirkstine matrica.
b
5. Su kiekvienu stulpeliu B = | --- | tiesiniy lygciy sistema AX = B suder-
bn

inta.

Pries irodant sia teorema be irodymo suformuluosime teigini, kuriuo pasinau-
dosime teoremos jrodyme.

Teiginys. Tegu matricos A ir B tokios, kad apibrezta AB. Tada



rank(AB) <rankA,
rank(AB) <rankB.

Teoremos irodymas. Jau aukiciau matéme, kad 1 < 2 (isvada i§ Kroneckerio-
Capellio teoremos) ir 1 < 3 (praeitos paskaitos teiginys). Dabar jrodysime teig-
inius 1 =5=4=1.

1 = 5. Turime, kad rankA = n. Tada

rank A <rank(A|B) < n.
Todel
rank A =rank(A|B) =n

ir pagal Kroneckerio-Capellio teorema tiesiniy lygciy sistema AX = B suder-
inta.

Irodyta.
b
5 = 4. Turime, kad su kiekvienu stulpeliu B = | --- | tiesiniy lygé¢iuy sistema
by
AX = B suderinta.
1
Tegu stulpelis X; yra sistemos AX = 0 sprendinys, stulpelis X3 - sis-
0
0 0
1 : : : 0
temos AX = [ | sprendinys ,..., stulpelis X,, - sistemos AX = |
0 1

sprendinys. Tada kvadratinei matricai Y = (X1|Xz|---|X,) teisinga:

1 () ()
AY = (AX AN axy = | O g
0 0 --- 1

Parodysime, kad teisinga ir YA = I, t.y. matrica Y = A~!,
Turime



n = rank/, = rankAY = rankYy <n.

Todel rankY = n ir matricai Y, kaip ir matricai A, galioja 5 salyga, i$ kurios
mes gauname, kad egzistuoja matrica Z, su kuria Y7 = [,,.

Tada
YA=YAI, =YAYZ =YIL7=Y/7=1,.

Irodyta.
4 = 1. Tegu matrica A turi atvirkstine:

AAT = ATTA=1,.
Tada
rankAA~!Y =rankl, = n
ir
n =rankAA™! <rankA < n,

todél rankA = n ir matrica A yra neissigimusi.
Irodyta.
Teorema jrodyta.

Teiginys( atvirkstiniy matricy savybeés). Tegu A, B € M, (F') < matri-
cos, turinc¢ios atvirkstines. Tada:

1. AB< matrica, turinti atvirkstine, ir (AB)™" = B~1A™",

2. A7l matrica, turinti atvirkstine, ir (A_l)_l = A.

3. Matrica [, turi atvirkstine.

4. Matrica AT turi atvirkstine: (AT)_I = (A_I)T.

[rodymas.1. (AB)(B'A ™) = A(BB YA '=ALA'=AA"' =, ir
(B'AY(AB)=B ' (A'A)B=B"'I,B=B"'B=1,.

2 ir 3. akivaizdu.

4. ATA Y =(AA) =T =1 ir (A AT =(Aa )Y = 1T = |,
Irodyta.



