Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas.Rimantas Grigutis
6 paskaita. Tiesinés lygciy sistemos.
Tiesiniy lygéiy sistema vadiname sistema:

a1y + ayprs + - 4 ayr, = by

a9y + a9 + -+ - + ag, T, = by (1)

A1 Ty + QpaTs + - -+ @ppt, = by,

¢la a;;,1 <1 <m,1 < j <n, yra skaiciai.
Skaiciy oy, g, ..., o, seka vadinama sistemos (1) sprendiniu, jei

aj o + ajpag + -+ agon = by
a9101 + agoag + - - + aguon, = by

U101 + Aoy + -+ + appay, = by,

Su kiekviena tiesiniy lygc¢iy sistema susijusios dvi matricos:

ann - din
A= e - tiesinés lygéiy sistemos (1) matrica,
At - Gy
ain 0 Qin | b1
B = e - tiesiniy lygéiy sistemos (1) ispléstoji matrica.
Am1 O | b,

Apibrezimas. Tiesiniy lygciy sistema turinti bent viena sprendinj vadinama
suderinta, prieSingu atveju - nesuderinta. Dvi tiesinés lygéiy sistemos vadi-
namos ekvivalen¢iomis, jei §iy sistemu spendiniy aibés sutampa.

Elementarus tiesiniy lygcéiy sistemos pertvarkiai:

1. 2 - osios ir j -osios lygéiy keitimas vietomis.

2. 1 -osios lygties daugyba i$ nenulinio skaiciaus.

3. j -osios lygties, padaugintos i§ skaiciaus, pridéjimas prie 1 -osios lygties.



Elementarus tiesiniy lygcéiy sistemos matricy A ir B pertvarkiai:

(¢)
1. ¢ - osios ir j -osios eiluciy keitimas vietomis: | | -+ 7T

(7)

2. 1 -osios eilutes daugyba i§ nenulinio skaiciaus: (z)oz
3. j -osios eilutes, padaugintos i§ skai¢iaus, pl’idéjiH‘lE‘LS‘ prie ¢ -osios eilutes:
(i) + ) -

(4)

Teiginys. FElementarus tiesiniy lygciy sistemos matricy A ir B pertvarkiai
nekeicia sistemos spendiniy aibes.

Irodymas.1. 1-asis veiksmas yra ekvivalentumo veiksmas:
apay + appag + -+ a0, = by
apay + oy + -+ Gipay, = b;

aj10q0 + ajo00 + -+ a0, =b;

U101 + Aoy + -+ + appay, = by,

a1y + arpan + - -
@10 + o0y + - -
@10y + g0 + - -

U101 + Apa0ig + -+ -

+ a0, = bl
+ GOy = b]‘
+ i, = bz

+ tmp, = bm



2. 2-asis veiksmas yra ekvivalentumo veiksmas:
apay + appag + -+ a0, = by
aipoq + apgos + -+ apme, =b &

U101 + Aoy + -+ + appay, = by,
aj o + ajpag + -+ agon = by

a-apor o apas+ o+ aapo, = o b;

U101 + Aoy + -+ + appay, = by,

3. 3-asis veiksmas yra ekvivalentumo veiksmas:
apay + appag + -+ a0, = by
apay + oy + -+ Gipay, = b;

aj10q0 + ajo00 + -+ a0, =b;

U101 + Aoy + -+ + appay, = by,

ajioq + appan + -+ appa, = by
(air + ajn)on + (an+ ajz) as + -+ + (@ + ajn) an = (b + b;)

aj10q0 + ajo00 + -+ a0, =b;

U101 + Aoy + -+ + appay, = by,

Irodyta.



Apibrezimas. Matrica

T A
0
0 0 0 1 *
0 0 1 :
0 0 --- 00
0 0 --- 00

Cia

1< <g<..<j <n

2) ayj, = agj, =0 = dpj, =1
3) aisi:07j6i5i<ji71§i§r;
4) ay; =0,jeit >r, 1 <i<n,

vadinama laiptuota matrica.

01 3 0 <1
01 2 3 4 0011 4
Pavyzdys. Matricos | 0 0 0 1 5 i [ 0 0 0 1 2 yra laiptuo-
0001 0000 O
0000 O
01 2 3 4
. . 0015 <l . . .
tos matricos, bet matrica 0016 4 neéra laiptuota matrica.
0000 O
Nesunku matyti, kad jeigu matrica A yra laiptuota matrica, tai ir matricos
L] =*
( O | A ) ir| O | & | yralaiptuotos matricos.
O | A



Teorema (Gauss) . Kiekvieng matrica A elementariaisiais veiksmais galima
suvesti prie laiptuotos matricos, kuria vadiname laiptuotu matricos A pavidalu.

Irodymas. Indukcija pagal matricos A stulpeliy skaiciy n.

a1

1. Indukcijos bazé: n = 1. Tegu A = 1 Galimi du atvejai.
Um1

(a) ay; = az1 = -+ = a1 = 0 = matrica A< laiptuota matrica.

(b) Egzistuoja toks i, 1 <1 < m, kad a;; # 0. Tada atlikime Siuos elementarius
pertvarkius su matricos A eilutémis: 1) sukeismime pirmaja ir i< aja eilutes
vietomis; 2) pirmaja eilute daljame i§ a;;, 3) pirmaja eilute padauginta 8 <aj
pridedame prie j&osoios eilutés, 2 < j < m ir j # 1; ir pirmaja eilute padauginta

1
1§ <aqy pridedame prie 1< osios eilutes. Gausime laiptuota matrica
0

2. Indukcijos prielaida: matrica, turin¢ia maziau nei n stulpeliy galima suvesti
prie laiptuoto pavidalo.

3. Indukcijos teiginys. Tegu matricoje A yra n stulpeliy. Galimi du atvejai:

0 |
A. Matricos pirmasis stulpelis yra nuliniss A = | --- | B [. Tada ma-

0 |
tricoje B yra n <1 stulpelis ir pagal indukeijos prielaida matrica B elemen-
tariais pertvarkiais galima suvesti prie laiptuoto pavidalo B’. Tada ir matrica
A tais paciais elementariais pertvarkiais galima suvesti prie laiptuotos matricos

0 |
A= | B
0 |
B. Matricos A pirmasis stulpelis néra nulinis. Neapribojant bendrojo atvejo,
tegu ay; # 0 ( jei a;y = 0, bet a;; # 0, tai sukeiskime pirmaja ir 1< aja eilutes
vietomis). Tada atlikime $iuos elementarius pertvarkius su matricos A eilutémis:
1) pirmaja eilute daljame i$ aq1, 3) pirmaja eilute padauginta i§ <aj; pridedame

L] =*
prie j& osoios eilutés, 2 < 7 < m . Gausime matrica: O | & |. Matricoje
O | B

B yra n <1 stulpelis, todél pagal indukcijos prielaida matrica B elementariais



pertvarkiais galima suvesti prie laiptuoto pavidalo B’. Tada ir matrica A tais

paciais elementariais pertvarkiais galima suvesti prie laiptuotos matricos A’ =
L] =

O | &
O | B
Irodyta.

Tiesiniy lygéiy sistemos (1) sprendimas Gauss’o metodu.

Paskutiniosios teoremos déka mes tiesiniy lygciy sistemos (1) ispléstaja matrica
suvedame prie laiptuoto pavidalo:

]1 o .. ]2 o .. ]7” n
0 1 | (8]
0 0 0 1 * | o
0 0 1 | <
0 0 - 0 0 | ¢
0 0 --- 00 ] 0
Sia matrica atitinkanti tiesiniy lygéiu sistema yra
T15+ ce o A1pT, = ¢
T2jF T AmTn = O
xrjr—l' o Uty = Cr
0 = G
Nagrinedami sSia sistema, isskirsime kelis atvejus:
1. ¢.41 # 0. Sistema nesuderinta.
2. ¢,41 = 0 ir r = n. Tada sistema turi viena sprendini: z, = ¢,,r,1 =
Cp_1 <0p_1nCny.eey Tl = C1 A1 Cp "
3. ¢41 = 0ir r < n. Tada sistema turi be galo daug sprendiniy: visus
laiptuose esanc¢ius kintamuosius x4, ..., ¢,;, galima isreiksti nesanciais laiptuose

kintamaisiais: x,;, = ¢, ©a,j, 110,41 &+ Sy, ... .



Apibrezimas. Matricos A laiptuotame pavidale laipty skaic¢iy vadiname ma-
tricos A rangu: rankA = r.

Veéliau matysime, kad matricos rango apibrézimas yra korektiskas, t.y. matri-
cos A laiptuotame pavidale laipty skaicius yra apibréziamas pacia matrica A ir
nepriklauso nuo elementariy matricos A pertvarkiy.

Teorema (Kronecker-Capelli). Tiesiniy lygciy sistema (1) yra suderinta
tada ir tik tada, kai sistemos matricos rangas lygus iSpléstosios matricos rangui:

rank A =rankB.
Irodymas remiasi tik apibrézimais ir paliekamas skaitytojui.

Pastabos. 1. Jei tiesiniy lygciy sistema (1) yra suderinta ir sistemos matricos
rangas yra lygus sistemoje esanciy kintamuyjuy skai¢iui: rank A = n, tai sistema turi
vienintelj sprendinj.

2. Jei tiesiniy lygciy sistema (1) yra suderinta ir sistemos matricos rangas yra
mazesnis negu sistemoje esanciy kintamuyjuy skai¢ius: rankA < n, tai sistema turi
be galo daug sprendiniy.

Apibrézimas. Tiesiniy lygciy sistema (1) vadinama homogenine tiesiniy
lygciy sistema, jei by = by =--- =b,, = 0.

Pastabos. 1. Homogeniné tiesiniy lygc¢iy sistema visda suderinta.
2. Homogenine tiesiniy lygciy sistema turi be galo daug sprendiniy tada ir tik

tada, kai sistemos matricos rangas yra mazesnis negu sistemoje esanc¢iy kintamuyjuy
skaicius: rankA < n.

Apibrézimas. Kvadratiné matrica A = | ... .. ... |, kurios rankA =

n, vadinama neissigimusia.



Teiginys. Kvadratiné matrica A yra neissigimusi tada ir tik tada, kai det A #

0.

Irodymas. Tegu matricos A laiptuotas pavidalas B yra gaunamas Siy el-
ementariyjy pertvarkiy: 1) pertvarkiy, kei¢ianciy eilutes vietomis: Py, ..., P,; 2)
pertvarkiy, dauginac¢iy kuria nors matricos eilute is o # 0: P, , ..., P,,; 3) pert-

varkiy, pridedanciy prie vienos eilutes kita, padauginta i nenulinio skai¢iaus:

Q1, ..., Q. Tada turime:
det B=(&1)"ag -+ - oy det A.
Tada teigini irodo siy implikacijy seka:
A& neissigimusis rankA = n ©rankB =n < det B # 0 < det A # 0.
Irodyta.
Teiginys. Tiesiniy lygc¢iy sistema, kurios matrica A yra kvadratiné, turi

vienintéli sprendini tada ir tik tada det A # 0.
Irodymas is paskutinio teiginio.



