Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas.Rimantas Grigutis

4 paskaita. Delerminantai.

2-oje paskaitoje mateme, kad sprendziant dviejy tiesiniy lygéiy su dviem nezino-

maisiais sistemas sprendinius patogu reiksti matricy determinantais. Apibendrin-
sime determinanto savoka didesnio matavimo matricoms, i§ pradziy apsistodami

ties triju tiesiniy lygé¢iy su trimis nezinomaisiais sistemomis.

Tegu, turime trijy tiesiniy lygciy su trimis nezinomaisiais sistema ir atlikime

su ja nurodytus veiksmus:

a1x —|— bly —|— C12 = dl | 6203 — 6302 | Colz — C3d2 | Clgbg — Clgbg
aoZ + bzy + CoZ = d2 | bgcl — blcg | C3d1 — C1ds3 | Clgbl — Cllbg
asx + bgy + C32 = d3 | 6102 — 6201 | Ci1ag — Colq | Cllbg — Clgbl

Kas kart sudéje turésime:

_dibyes + dabsey + dsbiey — dibscy — dabyes — dzbyey

arbycs + azbscy + asbic; — arbscy — azbycs — asbycy
aydycs + azdscy + asdic; — aydscy — azdics — asdyeq

a1bycs + azbscy + asbic; — arbscy — azbics — asbycy

a1bads + azbsdy + asbidy — arbsdy — asbids — asbad,y

z =
a1bycs + azbscy + asbic; — arbscy — azbics — asbycy

Nagrinéjamos tiesinés sistemos matrica vadinsime lentele

ap by
A= a9 bz Co
as bs cs3

(1)

Sistemos sprendinio vardikli sudaro 6 demenys: trys teigiami ir trys neigiami.

Juos galima pavaizduoti ir taip:

a1 by 9] a1 by 9]
N\ /
a2 by Co a2 by Co
N\ N\ / S
teigiami | as bs ¢s |, neigiami: | as bs cs3
N\ N\ / S
aq bl (8] aq bl (8]
N\ /

4P) bz C2 4P) bz C2



ar b o
Apibrezimas. Matricos | ay b; ¢ | determinantu vadiname israiska:

a3 b3 C3
a1 b1 1 a1 b1 1
det a9 bz Cy = | d3 bz Cy | =
a3 b3 C3 a3 b3 C3

a1bycs + azbscy + asbicy — a1bsea — azbics — asbac.

Tada (1) sistemos sprendinius galima uzrasyti:

di b ¢ a; di ¢ a; by dy
dy by ¢ az dy ¢ az by dy
ds b3 c3 as ds cs as by ds
v ap b ¢ a ap b ¢ T ap b ¢
az by ¢ az by ¢ az by ¢
as bs c3 as bs c3 as by cs3

Sias formules vadiname Cramer’io formulémis. Suprantama, sistema (1) turi

sprendini, kai det A # 0.

Taigi:
det a1 G112 -
e = d11022 — A12021.

(g1 22
11 12 d13

det (g1 G2 23 = 11022033+ G12023031 T A13021A32— 13022031 —A12A21A33—
31 @32 @33

11023032
11 - dip

Apibendrinkime tai n-osios eilés kvadratinems matricoms:

det oo, = Z taq; ai, - Ay, (2)

(i1 ,mmvin)



¢ia sumuojama pagal visus aibes {1,2, ..., n} kélinius (i1, i, ..
kad tokiu kéliniy yra n!.

.y 1p) . Prisiminkime,

Parasykime 2-osios ir 3-iosios eilés determinanty israiskose esanc¢iy démenuy

antryjy indeksy lenteles:

. aj; 12 ) .
matrical :
(a1 G292
su zenklu + | su zenklu -
(1,2) (2,1)
11 a1z di13
matrical | a9 @2 das
31 a3z a33
su zenklu + | su zenklu -
(1,2,3) (3,2,1)
(2,3,1) (2,1,3)
(3,1,2) (1,3,2)

Matome, kad pusé déemeny yra teigiamuy, o pusé - neigiamuy.
Patikslinsime determinanto israiskoje (2) esanc¢iy démeny zenklus.

Apibrézimas. Kélinio (1,1, ...,1,) Inversija vadinsime tokia skai¢iy pora
{is,0,},1 < 15 # 4, < n, kad i; > 1,, bet s < r, t.y. deSinéje kélinyje esantis
skaicius 15 yra mazesnis uz kairéje esanj ,.

Matricos determinanto israiskoje (2) démuo ay;, agi, - + - @p,, bus su zenklu 747,
jei kélinyje (i1, 12, ..., 1,) yra lyginis inversijy skaicius ir su zenklu ”-”, jei - nelyginis.
Jeigu kélinyje (i1, 12, ...,1,) esanciy inversijy skai¢iy pazymésime inv(iy, iz, ...,%,) ,
tai gausime patikslinta (2) formule:

11 -0 din
. . . _ inv(il i2 ) ) /
det : .. : - Z (_1) s A1y @20y " * Ay (2)
Anl °° Qpn (i15e0sin)

¢ia sumuojama pagal visus aibés {1,2,...,n} kélinius (i1, 9, ..., 05 .



Apibrézimas. Kvadratinés matricos A = oo (7,7) — minoru
Gp1 < lpp
vadinsime matricos, gautos isbraukus matricoje A 1— aja eilute ir j— aji stulpeli,
determinanta: zymésime M, ; (A), arba tiesiog M, ;.

11 a1z di13
Teiginys. Tegu A = | az; @22 a3 | . Tada teisinga:
31 a3z a33

det A = a1 M1 — a12My2 + ay3Mis.

g 23 (g1 23
Irodymas. a1 My — a12Miz2 + a1sMis = agy — a2 +
32 @33 31 @33
(g1 22
a13 a a = da11 (a22a33 - a23a32)—a12 (a21a33 - G23G31)—|-Cl13 (a21a32 - G22G31) =
31 32

11022033 + (12023031 + A13G21032 — 13022031 — A12021033 — A11A23032 = det A.
Irodyta.

Si teigini galima apibendrinti:

Teiginys-apibrézimas. Tegu A = oo . Tada teisinga:

Gp1 = lpp
det A = a1 My — aroMiz + - + (—1)1+n a1, M.
Daznai teiginyje esancia lygybe ir vadina matricos A determinantu.

Galima apibendrinti teiginyje-apibrézime esancia formule:

Teorema.
Su visais ¢ = 1,2, ...,n turime determinanto skleidimo 1— gja etlute formule:
det A=Y~ (=1) ai ;M ;.
i=1
Su visais 7 = 1,2, ...,n turime determinanto skletdimo j— woju stulpeliu for-
mule:



det A =3 (1) ai My,
=1
I$ teiginio-apibrézimo tiesiogiai turime svarbias determinanto savybes:

D1. Jeigu matricos kuris nors stulpelis yra nulinis, tai tos matricos determi-
nantas yra lygus 0.

an 0 din
D2. Tegu A = oo ir a;; =0, kai 7 < 5. Tada

Ap1 ° Opp
det A = a11a99 " Upp.
L5 I 4 )
D3. Tegu A = oo ir a;; =0, kai 7 > 5. Tada

Gp1 = lpp
det A = a11a99 " Upp.

aix - dip aix - lnl
D4. Tegu A = oo . Matrica AT = oo vadi-

Gp1 < lpp A1p = lpp
name transponuota matrica. Tada

det A = det AT

D5. Jeigu matricos A du stulpeliai yra lygus, tai det A = 0.

D6. Jeigu matricos A dvi eilutes yra lygios, tai det A = 0.

D7. Sukeitus du stulpelius arba dvi eilutes vietomis kei¢iasi determinanto
zenklas.

D8. Determinantas yra tiesine funkcija visy eiluciy ir stulpeliy atzvilgiu:

! ! ! !
apn +ay; o aip tay, ayyr o g ayy o Ay,
= . ‘. . . —I—
tn1 Tt Unn tp1  App tp1 - App
! !
app +ay o Qg ayy o g ay; o Qg
= —|— .
! !
an1 —I' .1 Upp Ap1 *° Opp Gy " App



tay, tay, a11 a1p
. — .
an1 Unn an1 Unn
tay, a1p a11 a1p
=1
tanl Unn an1 Unn

D9. Determinantas nesikeis, jei prie kurios nors eilutés( kurio nors stulpelio)
pridésime kita eilute ( kita stulpeli) galbut padauginta i§ skaiciaus.

Pavyzdys. Trikampio A (21, y1) B (22, y2) C (x3,ys) plotas yra:

vy oy 1
Spapc =3 22 y2 1
r3 ys 1
Zenklas parenkamas taip, Saapc > 0.
Turime
ry oy 1
%l‘z 521_%(1,1 yzi‘_yl xz}‘_l_ uip) yz):
T | Y3 T3 T3 Y3
1 Y2 T3 T2 N T2 Y2 .
5( Ys 1 T3 N T3 Y3 D B
1 1 Y2 L2 Y2 — U1 .
5(_ 1 Ys I3 Y3 — U )_
1{ | %1 Y2 4 4| yl‘_l_ T2 Y2 — W _
2 T1 Y3 1 N I3 Ys—Hh
1 1 Y2— W1 T2 Y2 — WY1 -
5(_ Ty Y3 — U 3 y3—y1)_
1| T2—21 Y2 — W
2 L3 —T1 Ys— W
Pavyzdys. Tieseés, einancios per taskus A (a1, y1) iv B (22,y2), lygtis yra:
z oy 1
xy 1 1| =0. (3)
Ty y2 1



Is tikro, turime

x oy 1

1 xy 1 x
R P R A
r2 Y2 |1

(yr —y2) — y(xr — x2) + (v1y2 — @2u1) .

Matome, kad (3) yra tieses lygtis

ar + by + ¢ =0,
) 1 1
¢la a = h1 b= — i ,C = 1
y2 1 xg 1 T2 Y2
Si tiesé eina per taskus A ir B | nes
vy oy 1 xo Y2 1
1 U 1 = 1 U 1 = 0
Ty Yo 1 Ty Yo 1

Paskutiniji pavyzdi galima apibendrinti trimaciai erdvei.

Pavyzdys. Tegu turime tris nekomplanarius erdvés taskus A (x1,y1,21),
B (x2,y2,22), C (23,ys, z3) . Tada lygtis

x y z 1
oy o2 |

=0 4
Ty Y2 22 1 ( )
r3 ys 23 1

yra plokstumos,einancios per taskus A, B, C, lygtis:

ar +by+cz+d=0,

yi oz 1 r; &z 1 vy oy 1 1 Y1 2
Claa=|1ys 22 1 |,b=—|ay 20 1 |,c=|a3 yo 1|, d=|22 Y2 2
yz z3 1 x3 23 1 vz y3z 1 T3 Yz =3

Veliau matysime, kad az + by + cz+d = 0 yra bendroji plokstumos lygtis,jeigu
tik ne visi a, b, ¢ yra lygus 0. Pastebésime, kad :I:%a, :I:%b, :I:%c yra trikampio ABC
projekciju koordinatinese plokstumose yz, zz, xy plotai. Tai galima irodyti ir
tiesiogial.

Tai, kad plokstuma (4) eina per taskus A, B, C galima isitikinti tiesiogiai:

7



vy oz | Ty Y2 22 1 vy ys z3 1
v oy oz 1 _ 1T U1 A 1 _ 1T 1 oA 1 —0
Ty Y2 22 1 | 2 y2 2z 1 | 2 y2 22 1 o
vy ys 23 1 vy ys z3 1 vy ys z3 1

Pavyzdys( Vandermondo determinantas).

1 1 1
1 X9 X3 | = H (x; —a;) = (x2— x1) (23 — 1) (23 — 22).
i 3 a3 1<i<y<3

Atimkime is 2-ojo ir 3-ojo stulpeliy 1-aji ir poto isskleiskime determinanta 1-
aja eilute:

1 1 1 1 0 0

Ty To X3 | = | Ty X2 —T1 T3 — L1 | =

v oy 3 v oy — i -

Tog — X1 T3 — X1 | Ty — I T3 — I

v3—a] af —a? (x2 — 1) (22 + 21) (23— 1) (234 21)
1 1

(2 — 1) (23 — 1) = (292 — 1) (5 — x1) (3 — 22).

r9+ a1 T3+ T



