Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas.Rimantas Grigutis

3 paskaita: Tiesés padétis koordintiniy asiy atZvilgiv. Kampas tarp tiesiy.
Tiesiy lygiagretumo ir statmenumo sqlygos. Tasko atstumas iki tiesés.

Sakykime ax 4+ by + ¢ = 0 yra tieses ¢t lygtis. ISnagrinésime atskirus tieses ¢
padeties asiy x ir y atzvilgiu.

1) a=0,b#0. Tada tiesés t lygtis yra y = —¢. Siuo atveju tiese t lygiagreti
x asial.

2) a #0,b = 0. Tada tiesés ¢ lygtis yra o = —*. Siuo atveju tiesé t lygiagreti
y asial.

3) ¢ = 0. Tada tiesés t lygtis yra ax 4+ by = 0. Siuo atveju tiesé ¢ eina per
koordinaciy pradzia.

4) a # 0,0 # 0,c # 0. Tada tiesés t lygtis ekvivalenti lygéiai “x + %y =1ir
jeigu a = ==, 3 = =¢, lygciai £ + % =1.

Tai asine tieses lygtis.

Matome, kad taskai («,0) ir (0,3) yra koordintiniy asiy taskai, per kuriuos
eina tiese {.

Apibrezimas. Tiesés teigiama kryptimi vadiname tokia kryptj, kuria judédant
didéja tasko ordinateé.

Apibrezimas. Kampu @ tarp tiesiy t1 ir ty vadinsime tokj maZiausig neneigia-
maq kampg, kurio absoliuti retksmé < m ir kuriuo pasukus tiese ty tiesés ty link,
sutaps tiesiy ty ir ty teigiamos kryptys.

Rasime kampa tarp dviejuy tiesiy ¢y ir ¢35, nelygiagreciy y asiai. Tokiuy tiesiy
lygtis galima isreiksti y atzvilgiu:

y=Fkax+1
y = kax + o,

¢ia k;— tieseés t; krypties koeficientas ( k; =tgo;, o;— kampas tarp  aies ir
tieses t;), 1 = 1,2;

[; - atstumas nuo koordinaciy pradzios iki tiesés ¢; susikirtimo su y asimi tasko.
1 =1,2.

Tegu oy > ay. Tada ieskomasis kampas yra lygus ¢ = a3 — ay. Tada



tgozl — thég . kl — kg
1—|—th[1 'théQ N 1—|—k1 'k‘z‘

tgp =tg(or — az) =
Kampas ¢ parenkamas taip, kad galioty 0 < ¢ < 7.
Tegu dviejy tiesiy ¢y ir t5 lygtys yra

arr+biy+e¢ =0
a2 + by + ¢o = 0,

arba ( jeigu jos nelygiagrec¢ios y asiai)

y:k1$—|—l1
y = kax + [y,

élakzz—z—l’,lzz—c—’ 1 =1,2.

Teorema 1. Tiesés ty ir ty yra lygiagrecios arba sutampa tada ir tik tada,

kada
a1by — biay = 0.
Teorema 2. Tiesés t1 ir ty yra statmenos tada ir tik tada, kada
ajag + b1by = 0.

Teoremos 1 jrodymas.

[rodysime teiginj i$ kairés i desine.

Tegu tieses t; ir ¢ lygiagrecios. Tada
1 — K2

O—tgg@— 1—|—k1'k27

ir todel k; — ke = 0, arba ayb; — byag = 0.

[rodysime teiginj is desines i kaire.

Nagrinéekime du atvejus.

1) by # 0. Tada ir by # 0, nes priesingu atveju ir az = by = 0, o tai negalima.

Tada turime

¢ia (= 0)— kampas tarp t; ir ¢,.

—22 arba ky = ks,

_ a1
b1 b2



t.y. tiesés su z asimi sudaro ta pati kampa. O tai imanoma tik tuo atveju
jeigu tiesés ty ir 15 yra lygiagrecios arba sutampa.

2) by = 0. Tada ir by = 0, nes a; # 0. Taigi abi tiesés t; ir {5 yra lygiagrecios
y asiai, todél ir ¢1]|¢s.

Irodyta.

Teoremos 2 jrodymas.
[rodysime teiginj i$ kairés i desine.
Tegu tieses t; ir t, statmenos.Tada

s

oo =tgy = ————, ¢la (= Z)— kampas tarp g ir ¢,.
gg@ 1—|‘k‘1‘k27 S‘Q( 2) p Pt 2

ir todel 1 + &y - ky = 0, arba ajas + b1by = 0.

[rodysime teiginj is desines i kaire.

Nagrinekime tris atvejus.

1) bl 7£ 0. Jei bz 7£ 0, tai

() (i) =0

ky —ky ki — ko
L4k ke 0

arba 1 4+ ki - ko = 0 ir tgp =

t.y. tiesés statmenos.

2) by # 0. Jei by = 0, tai ay # 0 ir tada butinai a; = 0. Tada tiesé #; yra
lygiagreti x asiai, o tiesé ¢y yra lygiagreti y asiai. Taigi ¢y L ¢s.

3) by = 0. Tada a; # 0 ir tada butinai ay = 0. Tada tiesé ¢; yra lygiagreti y
aSial, o tiese t, yra lygiagreti = asiai. Tmaigi t; L ¢.

Irodyta.

Rasime tasko atstumo iki tieses formule.

Teiginys. Tasko M (my,my) atstumas iki tiesés ¢t : ax + by + ¢ = 0 yra lygus

lamy + bmgy + |

Irodymas. Nesunku matyti, kad tiese ¢

b(x—mi1)—a(ly—mz)=0
br —ay 4+ amqy — bmy =0



yra statmena tiesei ¢ (Zzr. teoremos 2 salyga). Tegu N (ny,nq) — tiesiy ¢ ir ¢,
susikirtimo taskas.
Aisku, kad Tasko M (mq,mz) atstumas iki tiesés ¢ yra atkarpos M N ilgis:

MN = \/(m1 — n1)2 + (m2 — n2)2
Taskas N yra abiejose tiesése t ir ¢, todel

an; +bny+c=10

b(ny —my)—a(ng —my) =0
Turime
amy + bmg + ¢ = amq + bmy — (any + bnz) = a(my —ny) + b(ma — na).
Nagrinéekime sistema

{ b(n1 — 1) — a(ny —my) =0

amy 4+ bmg + ¢ = a(my — ny) + b(mg — nz)
Pakele sios sistemos abi lygtis kvadratu ir poto sudéje turesime

(amq + by + 0)2 = (a® + b%) ((m1 — n1)2 + (mg — n2)2)

arba
lamy + bmy + ¢| = /(a® + b?) - ¢((m1 —n1)* + (mg — ”2)2)
lamy + bms + ¢| = 1/(a®? + 0?) - MN
lamy + bmgy + |
MN = .
Irodyta.



Vektorinés tiesés lygtys.

Prisiminkime vektorius. Tegu xy plokstumos vektorius U= (X,Y) su teigiamo-
mis koordinac¢iy asimis Oz ir Oy sudaro kampus « ir F. Siy kampy kosinusai
. . . — . . . .. "
cos a, cos 3 vadinami vektoriaus v krypties kosinusais. Tada teisingos Sios ly-
gybes:

_ X . _ Y
COSO = s cos 3 = T
beto
cos?a + cos? 3 =1.

Aptarkime kai kuriuos tieses lygties pavidalus.
1. Tiesés t, einacios per taskg A(xo,yo) ir statmenos vektoriui n (a,b), lygtis.

%
Tegu B (x,y)— bet kutis tieses ¢ taskas. Tada vektoriai n (a,b) ir AB
(x — 20,y — Yo) yra statmeni:

N —
n (a,b)- AB (v — 20,y — o) =0
a(x —ax0)+b(y —yo) =0.

.. .. .. . . — . . . o
Tai ir yra ieskomoji lygtis, o vektorius n vadinamas tiesés t normales vek-
toriumi.

2. Kanoniné tiesés t lygtis.

Tegu A (x1,y1) it B(xy,y2) — du tiesés ¢ taskai. Zinome, kad tiesés ¢ lygtis
tada yra

y—hnH r—n

Y2 — Ty — 21

%
Vektorius AB (22 — 21,52 —y1) = ([,m) =3 vadinamas tiesés ¢ krypties
vektoriumi ir lygtis

Yy—yp T — I

m {

kanonine tieses ¢ lygtimi.



3. Parametriné tiesés t lygtis.

I$ kanoninés tiesés t lygties turime, kad

Yy—yp T — I

— —
m {

ir gauname parametrine tieses ¢ lygti:

r=1[0-14+ 24
y=m-t+uy,

ciat € R.

4. Normalioji tiesés t : ax + by 4+ ¢ = 0 lygtis.

Padaugine panariui bendraja tieses ¢ lygti i§ sign(—e¢) - ﬁ,
1, jete >0

¢ia sign(c) = 1 jeic<0 ir pazymeje
b

a b c

cos o =sign(—ec) - T cos # =sign(—c) - T P =sign(—c) - T

gausime normaliaja tieses lygti:
rcosa+ycosff—p=0.

Teigiamo skai¢iaus p reiksme - tai koordinaciy pradzios atstumas iki tieses, o
— . « . o .
no (cos a, cos 3) — vienetinis normalés vektorius.

5. Vektoriné tiesés t lygtis.

Tegu tiesé ¢ eina per taska A (xo,yo) ir statmena normalés vektoriui n. Tegu

— —
B (x,y) - bet kuris tiesés taskas ir vektoriai 7=0B, ro=0A . Tada vektoriai
%
p

_— . = .
— 7o 1Ir n - statmeni:

(? _ 7«3) h=0.

Tai ir yra vektorineé tieses ¢ lygtis.



Pastebesime, kad vietoje n paémus vienetini normalés vektoriy ng turésime:

-+ =
r - ng=p,

¢la p— koordinaciy pradzios atstumas iki tieses.

Pastaba. Jeigu tiese ¢ : (? — r—(;) =0 yra lygiagreti vektoriui S= (l,m),
tai vektoriai 7 — 7o ir S kolinearus, t.y.

- — =
T—TOZSt

o+ st teR.

%
=
Gavome tieses, lygiagreéios vektoriug ?, vektorine lygty.

Norint 1§ tiesés vektoriniy lygéiy gauti koordinatines lygtis, reikia atlikti $iuos
pakeitimus:

— — -
r— 1 +y g

— — -
ro — To 1 +Yo J

— — -
[ ai+bj

— — -
ng — cosa i +cosf )
— — -

s — [4 +mj

Norint 18 tiesés koordiatiniy lygéiuy gauti vektorines lygtis, reikia atlikti siuos
pakeitimus:

- =

X — T -
o =

y — T
-

a — N -
o =

b — n-j
-
cosay — Ng - 1q
o =
cosf — ng-J
-

[ — S -
o =

m  — 5]



