
Algebra ir geometrija informatikams. Paskaitu̧ konspektas. Rimantas Grigutis

13 paskaita. Tiesin·es transformacijos plok�tumoje ir erdv·eje.

Tiesin·es transformacijos plok�tumoje.

13.1 Apibr·eµzmas. Funkcija T plok�tumos R2 vektoriui (x; y) lygyb·emis

u = a11x+ a12y
v = a21x+ a22y

priskirianti vektoriu¾(u; v), T (x; y) = (u; v) ; vadinama tiesine transformacija.

Tiesin¾e transformacij ¾a T apibr·eµzianµcias lygybes (1) galima reik�ti ir matricomis�
u
v

�
=

�
a11 a12
a21 a22

��
x
y

�
;

�
a11 a12
a21 a22

�
� tiesin·es transformacijos T matrica.

Nor·edami pabr·eµzti ry�i¾tarp transformacijos T ir jos matricos transformacijos
matric ¾a µzymi [T ].

13.2 Pavyzdµziai. 1. Transformacija T0;kurios matrica yra nulin·e: [T0] =�
0 0
0 0

�
, vadinama nuline transformacija. Turime

[T0]

�
x
y

�
=

�
0 0
0 0

��
x
y

�
=

�
0
0

�

2. Transformacija TI ; kurios matrica yra vienetin·e: [TI ] =
�
1 0
0 1

�
, vadi-

nama vienetine transformacija. Turime

[TI ]
�
x
y

�
=

�
1 0
0 1

��
x
y

�
=

�
x
y

�
:



Pateiksime kitus svarbius tiesiniu¾transformaciju¾plok�tumoje pavyzdµzius.

Tiesinis i�tempimas ir tiesinis suspaudimas.

13.3 Apibr·eµzimas. Tegu k - neneigiamas skaiµcius. Tada transformacija
Tk (x; y) = (kx; ky)vadinama i�tempimu, jei k � 1 , ir suspaudimu, jei 0 � k � 1:

Tiesinio i�tempimo, suspaudimo plok�tumoje matrica yra

[Tk] =

�
k 0
0 k

�

[Tk]

�
x
y

�
=

�
k 0
0 k

��
x
y

�
=

�
kx
ky

�
:

Ortogonaliosios projekcijos transformacija plok�tumoje.

13.4 Apibr·eµzimas. Ortogonaliosios projekcijos transformacija yra tiesin·e trans-
formacija kiekvienam vektoriui priskirianti to vektoriaus ortogonali ¾aj ¾a projekcij ¾a
kurioje nors ties·eje, einanµcioje per koordinaµciu¾pradµzi ¾a.

Tegu vektorius (u; v) yra vektoriaus (x; y) projekcija vienetiniame ties·es t
krypties vektoriuje (cos�; sin�) :

cosΘ

sinΘ

x

y

(x,y)

(u,v)
Θ

t
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Tada T (x; y) = (u; v) yra ortogonaliosios projekcijos transformacija ties·es t
atµzvilgiu ir

(u; v) =proj(cos�;sin�) (x; y) =
(x; y) � (cos�; sin�)
k(cos�; sin�)k

(cos�; sin�)

k(cos�; sin�)k =

(x cos� + y sin�) (cos�; sin�) =�
x cos2�+ y sin� cos�; x cos� sin� + y sin2�

�
:

Tada vektoriaus (u; v) koordinat·es yra

u = x cos2�+ y sin� cos�
v = x cos� sin� + y sin2�

arba �
u
v

�
=

�
cos2� sin� cos�

sin� cos� sin2�

��
x
y

�
;

ir ortogonaliosios projekcijos matrica yra

[T ] =

�
cos2� sin� cos�

sin� cos� sin2�

�
:

�tai ortogonaliu¾projekciju¾transformacijos plok�tumoje kai kuriu¾tiesiu¾atµzvil-
giu

Transformacija Lygtys Matrica Formul _e Kampas �
Projekcija i¾
x- a�i¾

u = x
v = 0

�
1 0
0 0

� �
u
v

�
=

�
1 0
0 0

��
x
y

�
0�

Projekcija i¾
y- a�i¾

u = 0
v = y

�
0 0
0 1

� �
u
v

�
=

�
0 0
0 1

��
x
y

�
90�

Projekcija i¾
ties¾e y = x

u = 1
2
x+ 1

2
y

v = 1
2
x+ 1

2
y

�
1
2

1
2

1
2

1
2

� �
u
v

�
=

�
1
2

1
2

1
2

1
2

��
x
y

�
45�
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Atspindµzio transformacija plok�tumoje.

13.5 Apibr·eµzimas. Atspindµzio transformacija plok�tumoje yra tiesin·e trans-
formacija kiekvienam vektoriui priskirianti vektoriu¾simetri�k ¾a kurios nors ties·es,
einanµcios per koordinaµciu¾pradµzi ¾a, atµzvilgiu.

Tegu ties·e t sudaro su Ox a�imi � kamp ¾a, o T - atspindµzio transformacija
ties·es t atµzvilgiu:T (x; y) = (u; v) :Rasime atspindµzio transformacijos T matric ¾a.

cosΘ

sinΘ

x

y

(x,y)

a
(u,v)

Θ

t

Tegu vektorius a yra vektoriaus (x; y) projekcija vienetiniame ties·es t krypties
vektoriuje (cos�; sin�) :

a =proj(cos�;sin�) (x; y) =
(x; y) � (cos�; sin�)
k(cos�; sin�)k

(cos�; sin�)

k(cos�; sin�)k =

(x cos� + y sin�) (cos�; sin�) =�
x cos2�+ y sin� cos�; x cos� sin� + y sin2�

�
Tada

(x; y)� a = a� (u; v)
(u; v) = 2a� (x; y) =

2
�
x cos2�+ y sin� cos�; x cos� sin� + y sin2�

�
� (x; y) =�

2x cos2�+ 2y sin� cos�� x; 2x cos� sin� + 2y sin2�� y
�
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ir vektoriaus (u; v) koordinat·es yra

u = 2x cos2�+ 2y sin� cos�� x = x (2 cos2�� 1) + y (2 sin� cos�) =
x cos 2� + y sin 2�

v = 2x cos� sin� + 2y sin2�� y = x (2 sin� cos�) + y
�
2 sin2�� 1

�
=

x sin 2�� y cos 2�
u = x cos 2� + y sin 2�
v = x sin 2�� y cos 2�

arba �
u
v

�
=

�
cos 2� sin 2�
sin 2� � cos 2�

��
x
y

�
;

ir atspindµzio transformacijos matrica yra

[T ] =

�
cos 2� sin 2�
sin 2� � cos 2�

�

�tai atspindµzio transformacijos plok�tumoje kai kuriu¾tiesiu¾atµzvilgiu:

Transformacija Lygtys Matrica Formul _e Kampas �
Atspindys

y- a�ies atµzvilgiu
u = �x
v = y

�
�1 0
0 1

� �
u
v

�
=

�
�1 0
0 1

��
x
y

�
90�

Atspindys
x- a�ies atµzvilgiu

u = x
v = �y

�
1 0
0 �1

� �
u
v

�
=

�
1 0
0 �1

��
x
y

�
0�

Atspindys
y = x atµzvilgiu

u = y
v = x

�
0 1
1 0

� �
u
v

�
=

�
0 1
1 0

��
x
y

�
45�

Posūkio transformacijos plok�tumoje.

13.6 Apibr·eµzimas. Posūkio transformacija kampu � plok�tumoje vadiname
tiesin ¾e transformacij ¾a T �, kuri kiekvien ¾a plok�tumos vektoriu¾pasuka prie�laikrodµzio
rodykl ¾e kampu �:
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x

y

(x,y)

(u,v)

φ

θ

Rasime posūkio transformacijos T � matric ¾a.
Tegu T � (x; y) = (u; v) ir r =

p
x2 + y2 - vektoriu¾ (x; y) ir (u; v) ilgis. Turime

(x; y) = r cos'i+r sin'j;
(u; v) = r cos (� + ') i+r sin (� + ') j

ir

x = r cos'; y = r sin'
u = r cos (� + ') = r cos � cos'� r sin � sin' = x cos � � y sin �
v = r sin (� + ') = r sin � cos'+ r cos � sin' = x sin � + y cos �

u = x cos � � y sin �
v = x sin � + y cos �

Tada �
u
v

�
=

�
cos � � sin �
sin � cos �

��
x
y

�
ir posūkio transformacijos matrica yra

�
T �
�
=

�
cos � � sin �
sin � cos �

�
:

:
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Pasteb·ekime, kad posūkio transformacijos matrica
�
cos � � sin �
sin � cos �

�
esame

apibr·eµz¾e kompleksini¾ skaiµciu¾ cos � + i sin �: Tada ir paµci ¾a posūkio transformacij ¾a
plok�tumoje galime reik�ti kompleksiniu¾skaiµciu¾sandauga:

u+ iv = (x+ iy) (cos � + i sin �) = (x cos � � y sin �) + i (x sin � + y cos �) ;

o jeigu komplekcinio skaiµciaus u+iv trigonomerin·e forma yra r (cos'+ i sin') ;
tai

u+ iv = r (cos'+ i sin') (cos � + i sin �) = r ((cos ('+ �) + i sin ('+ �))) :

Tiesin·es transformacijos erdv·eje.

13.7 Apibr·eµzmas. Funkcija T erdv·es R3 vektoriui (x; y; z) lygyb·emis

u = a11x+ a12y + a13z
v = a21x+ a22y + a23z
w = a31x+ a32y + a33z

priskirianti vektoriu¾ (u; v; w), T (x; y; z) = (u; v; w) ; vadinama tiesine trans-
formacija.

Tiesin¾e transformacij ¾a T apibr·eµzianµcias lygybes (1) galima reik�ti ir matricomis0@ u
v
w

1A =

0@ a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1A0@ x
y
z

1A

[T ] =

0@ a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

1A� tiesin·es transformacijos T matrica.
13.8 Pavyzdµziai. 1. Transformacija T0; ;kurios matrica yra nulin·e: [T0] =0@ 0 0 0
0 0 0
0 0 0

1A, vadinama nuline transformacija. Turime
[T0]

0@ x
y
z

1A =

0@ 0 0 0
0 0 0
0 0 0

1A0@ x
y
z

1A=
0@ 0
0
0

1A ;
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2. Transformacija TI ; kurios matrica yra vienetin·e: [TI ] =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A,
vadinama vienetine transformacija. Turime

[TI ]

0@ x
y
z

1A =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A0@ x
y
z

1A=
0@ x
y
z

1A :
Pateiksime kitus svarbius tiesiniu¾transformaciju¾erdv·eje pavyzdµzius.

Tiesinis i�tempimas ir tiesinis suspaudimas. erdv·eje.

13.9 Apibr·eµzimas. Tegu k - neneigiamas skaiµcius. Tada transformacija
Tk (x;y) = (kx; ky)vadinama i�tempimu, jei k � 1 , ir suspaudimu, jei 0 � k � 1:

Tiesinio i�tempimo, suspaudimo erdv·eje matrica yra

[Tk] =

0@ k 0 0
0 k 0
0 0 k

1A

[Tk]

0@ x
y
z

1A =

0@ k 0 0
0 k 0
0 0 k

1A0@ x
y
z

1A =

0@ kx
ky
kz

1A :
Ortogonaliosios projekcijos transformacija erdv·eje.

13.10 Apibr·eµzimas. Ortogonaliosios projekcijos transformacija yra tiesin·e
transformacija kiekvienam vektoriui priskirianti to vektoriaus ortogonali ¾aj ¾a pro-
jekcij ¾a kurioje nors plok�tumoje, einanµcioje per koordinaµciu¾pradµzi ¾a.

Ortogonaliosios projekcijos transformacijos erdv·eje koordinatiniu¾ plok�tumu¾
atµzvilgiu:

8



Transformacija Lygtys Matrica Formul _e

Projekcija i¾
xy- plok�tuma

u = x
v = y
w = 0

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 0

1A 0@ u
v
w

1A =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 0

1A0@ x
y
z

1A
Projekcija i¾
xz- plok�tuma

u = x
v = 0
w = z

0@ 1 0 0
0 0 0
0 0 1

1A 0@ u
v
w

1A =

0@ 1 0 0
0 0 0
0 0 1

1A0@ x
y
z

1A
Projekcija i¾
yz- plok�tuma

u = 0
v = y
w = z

0@ 0 0 0
0 1 0
0 0 1

1A 0@ u
v
w

1A =

0@ 0 0 0
0 1 0
0 0 1

1A0@ x
y
z

1A
Atspindµzio transformacija erdv·eje.

13.11 Apibr·eµzimas. Atspindµzio transformacija erdv·eje yra tiesin·e transfor-
macija kiekvienam vektoriui priskirianti vektoriu¾ simetri�k ¾a kurios nors plok�tu-
mos, einanµcios per koordinaµciu¾pradµzi ¾a, atµzvilgiu.

Atspindµzio transformacijos erdv·eje koordinatiniu¾plok�tumu¾atµzvilgiu:

Transformacija Lygtys Matrica Formul _e

Atspindys
xy- plok�tumos
atµzvilgiu

u = x
v = y
w = �z

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 �1

1A 0@ u
v
w

1A =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 �1

1A0@ x
y
z

1A
Atspindys

xz- plok�tumos
atµzvilgiu

u = x
v = �y
w = z

0@ 1 0 0
0 �1 0
0 0 1

1A 0@ u
v
w

1A =

0@ 1 0 0
0 �1 0
0 0 1

1A0@ x
y
z

1A
Atspindys

yz- plok�tumos
atµzvilgiu

u = �x
v = y
w = z

0@ �1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A 0@ u
v
w

1A =

0@ �1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A0@ x
y
z

1A
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Posūkio transformacijos erdv·eje.

13.12 Apibr·eµzimas. Tegu l� ties·e erdv·eje, einanti per koordinaµciu¾pradµzia,
ir u � ties·es l krypties vektorius: Teigiama ties·es posūkio kryptimi( vektoriaus
u atµzvilgiu) vadinsime krypti¾, gaunama sukant de�in ¾e rank ¾a, nyk�µciu nukreipta
vektoriaus u kryptimi, sulenktu¾ pir�tu¾ link (de�in·es rankos taisykl·e). Posūkiu
erdv·eje kampu � vadiname tiesin ¾e transformacija T �, kuri kiekvien ¾a vektoriu¾pa-
suka teigiama duotos ties·es posūkio kryptimi kampu �:

Posūkio transformacijos apie koordinatines a�is:

Transformacija Lygtys Matrica

Posūkis apie
x- a�i¾
kampu �

u = x
v = y cos � � z sin �
w = y sin � + z cos �

0@ 1 0 0
0 cos � � sin �
0 sin � cos �

1A
Posūkis apie

y- a�i¾
kampu �

u = x cos � + z sin �
v = 1

w = �x sin � + z cos �

0@ cos � 0 sin �
0 1 0

� sin � 0 cos �

1A
Posūkis apie
z- a�i¾
kampu �

u = x cos � � y sin �
v = x sin � + y cos �

w = z

0@ cos � � sin � 0
sin � cos � 0
0 0 1

1A
:

Tiesiniu¾transformaciju¾sandauga.

13.13 Apibr·eµzimas. Tegu TA ir TB - dvi transformacijos arba Dekarto plok�-
tumoje R2 arba erdv·eje R3. Tada TA ir TB kompozicija TB �TA apibrµeµzta formule

(TB � TA) (a)= TB (TA (a)) ;µcia a 2 R2 arba a 2 R3:

vadinama tiesiniu¾ transformaciju¾ sandauga TB TA .

Transformacija TBTA yra tiesin·e, nes ji apibr·eµziama kvadratine matrica BA :

(TBTA) (a) = (TB � TA) (a) = TB (TA (a)) = B (Aa) = (BA) a
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ir

[TBTA] = [TBA] :

Taigi turime, kad

TBTA = TBA:

13.14 Pavyzdys. T �2T �1 = T �2+�1 :
Parodysime, kad �iu¾transformaciju¾matricos sutampa:

�
T �2T �1

�
=
�
T �2
�
�
�
T �1
�
=

�
cos �2 � sin �2
sin �2 cos �2

��
cos �1 � sin �1
sin �1 cos �1

�
=

�
cos �2 cos �1 � sin �2 sin �1 � (cos �2 sin �1 + sin �2 cos �1)
sin �2 cos �1 + cos �2 sin �1 � sin �2 sin �1 + cos �2 cos �1

�
=

�
cos (�1 + �2) � sin (�1 + �2)
sin (�1 + �2) cos (�1 + �2)

�
=
�
T �2+�1

�
:

Tiesiniu¾transformaciju¾sandaugoje yra svarbi dauginamu¾ju¾tvarka: ne visada
transformacija TBTA yra lygi transformacijai TATB: Pavyzdµziui, jei TA atspindµzio
transformacija Dekarto plok�tumoje ties·es y = x atµzvilgiu, o TB - ortogonalioji
projekcija i¾x -a�i¾, tai

[TBTA] = [TB] [TA] =

�
0 1
1 0

��
0 0
0 1

�
=

�
0 1
0 0

�
[TATB] = [TA] [TB] =

�
0 0
0 1

��
0 1
1 0

�
=

�
0 0
1 0

�
Taigi, �iuo atveju TB � TA 6= TA � TB:
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