Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas. Rimantas Grigutis
13 paskaita. Tiesinés transformacijos plokstumoje ir erdvéje.
Tiesinés transformacijos plokstumoje.
13.1 Apibrézmas. Funkcija T plokstumos R? vektoriui (z,y) lygybémis

U= a11T + a2y
V= a91% + a22Yy

priskirianti vektoriy (u,v), T (z,y) = (u,v) , vadinama tiesine transformacija.

Tiesine transformacija T apibréziancias lygybes (1) galima reiksti ir matricomis
u o ajpr Q12 T
v Q21 Q22 y )’

a1 Q2 C e .. .

— tiesines transformacijos 7" matrica.
Q21  A22

Norédami pabreézti rysj tarp transformacijos 7' ir jos matricos transformacijos

matrica zymi [T].

13.2 Pavyzdziai. 1. Transformacija T kurios matrica yra nuliné: [Tp] =

( 00 ), vadinama nuline transformacija. Turime

m(2)=(08)(2)=(5)

2. Transformacija 77, kurios matrica yra vienetiné: [1}] = ( (1) (1) ), vadi-

nama vienetine transformacija. Turime

()~ ()-6)



Pateiksime kitus svarbius tiesiniy transformacijy plokstumoje pavyzdzius.

Tiesinis istempimas ir tiesinis suspaudimas.

13.3 Apibrézimas. Tegu k - neneigiamas skaicius. Tada transformacija
Ty (x,y) = (kz, ky)vadinama istempimu, jei k > 1 , ir suspaudimu, jei 0 < k < 1.

Tiesinio istempimo, suspaudimo plokstumoje matrica yra

m=(50)
m()-(6 ) (5)-(k):

Ortogonaliosios projekcijos transformacija plokstumoje.
13.4 Apibrézimas. Ortogonaliosios projekcijos transformacija yra tiesiné trans-
formacija kiekvienam vektoriui priskirianti to vektoriaus ortogonaligjq projekcijq

kurioje nors tieséje, einancioje per koordinaciy pradziq.

Tegu vektorius (u,v) yra vektoriaus (x,y) projekcija vienetiniame tieseés t
krypties vektoriuje (cos ©,sin ©) :

y A

sin® —t

xy)

(uv)

v

cos® X




Tada T (z,y) = (u,v) yra ortogonaliosios projekcijos transformacija tiesés t
atzvilgiu ir

(U, U) :proj(cos O,5in ©) (I, y) =
(z,y) - (cos©,sinO) (cosO,sinO)
[(cos ©,sinO)|| ||(cosO,sin®)|
(xcos© + ysin ©) (cos ©,sin O) =
(:z:cos2 O + ysin© cos O, x cos O sin © + y sin? 6)) :

Tada vektoriaus (u,v) koordinatés yra

u = x cos? O + ysin © cos ©
v = xcos ©sin O + ysin® O

u) cos?®  sinOcosO x
v ) \ sinO@cos®  sin?O y )’

ir ortogonaliosios projekcijos matrica yra

] = ( cos? © sin © cos © )

sin © cos © sin? ©

arba

Stai ortogonaliy projekcijy transformacijos plokstumoje kai kuriy tiesiy atzvil-
giu

Transformacija Lygtys Matrica Formulé Kampas ©
Projekcija j U=2x 10 u) (10 x 0°
2- ad] v=0 00 v /) L0 O y
Projekcija j u=0 00 u 0 0 x o
o = 90
Y- as] v=y 01 v 1 Y

Projekcija j u=3r+ 35y
tiese y = x V=3 s

e}

NN =
8
+
[l
@
N
DN | N | =
DN | N | =
N~
7N
e
S~
Il
N
DN [ =D [ =
DN [ =D [ =
~_
N
< 8
~_
g
S5t
O



Atspindzio transformacija plokstumoje.
13.5 Apibrézimas. Atspindzio transformacija plokstumoje yra tiesiné trans-
formacija kiekvienam vektoriui priskiriant: vektoriy simetriskq kurios nors tiesés,

etnancios per koordinaciy pradzig, atZvilgiu.

Tegu tiesé t sudaro su Ox asimi © kampa, o T - atspindzio transformacija
tiesés t atzvilgiv:T (x,y) = (u, v) .Rasime atspindzio transformacijos 7" matrica.

YV 4

sSin® 1

xy)

(uv)

v

cos® X

Tegu vektorius a yra vektoriaus (z,y) projekcija vienetiniame tiesés t krypties
vektoriuje (cos ©,sin O) :

a :proj(cos ©,5in ©) (ilf, y) =
(z,y) - (cos©,8inO) (cosO,sin®)
[(cos ©,sinO)|| ||(cos®,sin®)|
(xcos© + ysin©) (cos O,sin O©) =
(9: cos? © + ysin © cos O, z cos O sin © + y sin? @)

Tada

(:E,y) —a=a-— (U,’U)

(U,’U) =2a— (a:,y) =
2 (zcos?© + ysin© cos O, z cos Osin O + ysin® O) — (z,y) =
(2xc082@+2ysin@cos@ — 2,27 cos O sin © + 2y sin”* O —y)
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ir vektoriaus (u,v) koordinatés yra

u=2rcos?0 +2ysinOcosO —z =12 (2cos?O — 1) + y (2sin O cos O) =

x cos 20 + ysin 20

v = 2xcos@sin@+2ysin2@—y:x(QSin®cos@)+y(28in2@— 1) =

xsin 20 — y cos 20
u = x cos 20 + y sin 20
v = rsin 20 — y cos 20

u '\ [ cos20 sin20 x
v )]\ sin20 —cos20 y )’
ir atspindzio transformacijos matrica yra

7] = ( cos20  sin20 >

arba

sin20 — cos 20

Stai atspindzio transformacijos plokstumoje kai kuriy tiesiy atzvilgiu:

Transformacija Lygtys Matrica Formulé

Atspindys u= -z -1 0 u) (-10 x
y- aSies atzvilgiu v=y 0 1 v /) \ 0 1 Yy

Atspindys u=ux 1 0 v (1 0 x
2- adies atzvilgiu = v = —y 0 -1 v ) 0 -1 Y

Atspindys u=1y 01 u) (01 x
y = x atzvilgiu v=21x 10 v) \10 Y

Posukio transformacijos plokstumoje.

00

45°

13.6 Apibrézimas. Posukio transformacija kampu 6 plokstumoje vadiname
tiesine transformacijg T, kuri kiekvieng plokstumos vektoriy pasuka pries laikrodzio

rodykle kampu 6.



(uv)

(x.y)

v

Rasime posiikio transformacijos 7% matrica.
Tegu T (z,y) = (u,v) ir 7 = /a2 + 42 - vektoriy (z,y) ir (u,v) ilgis. Turime

(x,y) = T cos pi+7sin ¢j,
(u,v) =rcos (6 + ¢)itrsin(0+ ¢)j

ir
T = TCOS P, Yy =rsinp
u=rcos (04 @) =rcosfhcosp—rsinfsiny = xcosld — ysinf
v=rsin (0 + ¢) = rsinf cosp + rcosfsinp = xsinf + y cos

u = xcost — ysinb
v =xsinf + ycosb

w '\ [ cosf —sind x
v /] \ sinf cos6 y

ir postkio transformacijos matrica yra

g1 ( cos —sind
[T]_<sin9 cos 6 )

Tada



cosf) —sinf
sinf  cosf
apibréze kompleksinj skai¢iy cos§ + ¢sin 6. Tada ir pacig posikio transformacija
plokstumoje galime reiksti kompleksiniy skaic¢iy sandauga:

Pastebékime, kad postukio transformacijos matrica esame

u—+iv = (x4 1y) (cosf + isinh) = (rcost —ysinf) + i (rsinf + ycosb),

o jeigu komplekcinio skai¢iaus u+iv trigonomeriné forma yra r (cos ¢ + i sin ¢) ,
tai

u+ v =71 (cosp +isinp) (cosd +isin@) = r ((cos (¢ + 0) +isin(p +0))).

Tiesinés transformacijos erdvéje.

13.7 Apibrézmas. Funkcija T erdvés R vektoriui (x,y, z) lygybémis

U = a;xr + a2y + a13%z
V= (21X + Q22Y + Q232
W = a31T + A32Y + a332

priskirianti vektoriy (u,v,w), T (z,y,z) = (u,v,w), vadinama tiesine trans-
formacija.

Tiesine transformacija 7" apibréziancias lygybes (1) galima reiksti ir matricomis

U 11 Qi2 a3 T
v = 21 Q22 Q23 )
w asy a3z Aas3 z
ai; Gi2 @13
[T] = | a1 as a3 | — tiesinés transformacijos T' matrica.
az1 a3z as3
13.8 Pavyzdziai. 1. Transformacija Tp, ,kurios matrica yra nuliné: [Tj] =
0 00
0 0 0 |, vadinama nuline transformacija. Turime
0 00
0 00 x 0
)l v |=1000 y =101,
z 0 00 z 0



2. Transformacija T, kurios matrica yra vienetiné: [1}] =

o O =
O = O
_ o O

vadinama vienetine transformacija. Turime

T 1 00 T T
Tl v | =010 y |=1v
z 0 01 z z

Pateiksime kitus svarbius tiesiniy transformacijy erdvéje pavyzdzius.

Tiesinis 1§tempimas ir tiesinis suspaudimas. erdvéje.

13.9 Apibrézimas. Tegu k - neneigiamas skaicius. Tada transformacija
Ty (x,y) = (kz, ky)vadinama istempimu, jei k > 1, ir suspaudimu, jei 0 < k < 1.

Tiesinio istempimo, suspaudimo erdvéje matrica yra

k0 0

Tyl=1 0 k O

0 0 k
T k0 O T kx
Ty | =10k O y | =1 ky
z 0 0 k z kz

Ortogonaliosios projekcijos transformacija erdvéje.

13.10 Apibrézimas. Ortogonaliosios projekcijos transformacija yra tiesiné
transformacija kiekvienam vektoriui priskirianti to vektoriaus ortogonaligjg pro-
jekcijg kurioje nors plokstumogje, einancioje per koordinaciy pradzig.

Ortogonaliosios projekcijos transformacijos erdvéje koordinatiniy plokstumy
atzvilgiu:



Transformacija Lygtys

Projekcija j
xy- plokstuma

Projekcija j
xz- plokstuma

Projekcija i
yz- plokstuma

U=2x
v=y
w=20
U=2x
v=20
w=z
u=20
v=Y
w=z

Matrica Formulé
1 00 U 1 00
010 ) =] 010
000 w 0 00
1 00 U 1 00
000 v =1 000
0 01 w 0 0 1
000 U 000
01 v =] 010
0 01 w 0 0 1

Atspindzio transformacija erdvéje.

13.11 Apibrézimas. AtspindZio transformacija erdvéje yra tiesiné transfor-
macija kiekvienam vektoriui priskirianti vektoriy simetriskq kurios nors plokstu-
mos, einancios per koordinaciy pradzig, atzvilgiu.

Atspindzio transformacijos erdvéje koordinatiniy plokstumy atzvilgiu:

Transformacija  Lygtys Matrica Formulé

Atspindys u=x 10 0 U 10 O
xy- plokstumos v=y 01 0 v |=101 0
atzvilgiu w=—z 00 —1 w 0 0 -1
Atspindys u=2x 1 0 0 u 1 0 0
xz- plokstumos v = —y 0 -1 0 v |=10 -1 0
atzvilgiu W=z 0 0 1 w 0 0 1
Atspindys u=—x -1 0 0 u -1 00
yz- plokstumos v=y 0 10 v | = 0 10
atzvilgiu w=z 0 01 w 0 01



Posukio transformacijos erdvéje.

13.12 Apibrézimas. Tegu [— tiesé erdvéje, einanti per koordinaciy pradZia,
ir u — tieseés [ krypties vektorius. Teigiama tiesés posukio kryptimi( vektoriaus
u atzvilgiu) vadinsime krypti, gaunama sukant deSine rankq, nyksciu nukreipta
vektoriaus w kryptimi, sulenkty pirsty link (deSinés rankos taisyklé). Posukiu
erdvéje kampu 0 vadiname tiesine transformacija T, kuri kiekvieng vektoriy pa-
suka teigiama duotos tiesés posukio kryptimi kampu 6.

Postikio transformacijos apie koordinatines asis:

Transformacija Lygtys Matrica

Postikis apie u=ux 1 0 0
x- ad] v=1ycosfh — zsinf 0 cosf —sind
kampu ¢ w = ysinf + zcosf 0 sinf cos#d
Postikis apie u=xcosf+ zsinf cos 0 sind

Y- as] v=1 0 1 0
kampu 6 w= —xsinf + zcosf —sinf 0 cosf
Postikis apie u=1xcosf —ysinf cosf) —sinf 0
z- a8} v=2xsinf + ycosf sinf cosf O
kampu 6 w=z 0 0 1

Tiesiniy transformacijy sandauga.

13.13 Apibrézimas. Tegu Ty ir Ts - dvi transformacijos arba Dekarto ploks-
tumoje R? arba erdvéje R®. Tada T, ir T kompozicija TgoTy apibréesta formule

(TgoTa)(a)= Tp(Ta(a)),éia a € R? arba a € R®.
vadinama tiesiniy transformacijy sandauga Tg Ty .
Transformacija TgT4 yra tiesiné, nes ji apibréziama kvadratine matrica BA :
(TgTa) (a) = (TpoTs)(a) =T (T4 (a)) = B(Aa) = (BA)a
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ir
[TpT4) = (T4l -
Taigi turime, kad
TpTy =Tpa.

13.14 Pavyzdys. T%27% = T%+61,
Parodysime, kad 8iy transformacijy matricos sutampa:

(10270 = [T%] - [T"] = ( cosf = sinfy ) (cos91 —sin91>

sinfls  cosfs sinf); cosb,
~( cosBycosfy —sinfysinf;  — (cos by sin by + sin by cos b,)
- ( sin 6, cos 0y + cosfysinf);  — sin fs sin 8 + cos 6 cos 04 )
_( cos(01+6;) —sin(6;+02)
N < sin (6, + 62)  cos (61 + 62) )
— [T92+91} )

Tiesiniy transformacijy sandaugoje yra svarbi dauginamyjy tvarka: ne visada
transformacija TgT 4 yra lygi transformacijai T4 Tg. Pavyzdziui, jei T4 atspindzio

transformacija Dekarto plokstumoje tiesés y = x atzvilgiu, o T - ortogonalioji
projekcija j x -asj, tai

[TBTA]=[TBHTA1=<(1) 3)(8 €1’>:(8 (1))
[TATB]Z[TAHTB]=<8 (1])((1) é)z((l) 8)

Taigi, siuo atveju Tg o Ty # Ty o Tp.
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