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14 Paskaita. Realieji kvaternionai ir posūkiai erdv·eje
Nagrin·ekime �ias matricas vir�kompleksiniu¾skaiµciu¾:

E =

�
1 0
0 1

�
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�
i 0
0 �i
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; J =
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�
:

14.1 Apibr·eµzimas. Visu¾�iu¾matricu¾ tiesiniu¾kombinaciju¾aib·e

H = faE + bI + cJ + dKja; b; c; d 2 Rg

yra vektorin·e erdv·e vir�R, kurios vektoriai vadinamai realiais kvaternionais
( arba tiesiog kvaternionais).
Taigi, kvaternionas � 2 H yra matrica :

� =aE + bI + cJ + dK =

a
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0 1
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+ b
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i 0
0 �i

�
+ c
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0 1
�1 0

�
+ d
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�
=

�
a+ ib c+ id
c� id a� ib

�
:

Kvaternionu¾rei�kimas matricomis yra patogus tuo, kad �iems vektoriams gal-
ima apibr·eµzti sandaug ¾a. Paµziūr·ekime i¾matricu¾E; I; J;K daugybos lentel¾e:

� E I J K
E E I J K
I I �E K �J
J J �K �E I
K K J �I �E

Jeigu, kaip ir kompleksiniu¾ skaiµciu¾ atveju, matric ¾a E µzym·esime 1, o matri-
cos I; J;K; kurias µzym·esime atitinkamai i; j;k; kvaternionu¾ aib·eje H bus trimis
menamaisiais vienetais: i2= j2= k2= �1: Visa daugybos lentel·e yra:

� i j k
i �1 k �j
j �k �1 i
k j �i �1

:



Dabar kvaternion ¾a � 2 H galime uµzra�yti ir taip:

� =a+ bi+ cj+ dk

14.2. Apibr·eµzimas. Jei kvaternionas � =a + bi + cj + dk, tai skaiµcius a
vadinamas skaliarine kvaterniono � dalimi, o bi + cj + dk - vektorine kvater-
niono � dalimi. Kvaternionas, kurio skaliarin·e dalis lygi 0, vadinamas vektori-
umi. Kvaternionas �=a� bi� cj� dk vadinamas jungtiniu �::

14.3. Apibr·eµzimas. Vektoriu¾ sistema u;v;w vadinama de�inine sistema,
jei jos daugybos lentel·e yra

� u v w
u �1 w �v
v �w �1 u
w v �u �1

Pagal 14.3 Apibr·eµzim ¾a turime, kad vektoriu¾sistema i; j;k yra de�inin·e sistema.

Sudauginkime du vektorius u1 = b1i+ c1j+ d1k ir u2 = b2i+ c2j+ d2k :

u1u2 = (b1i+ c1j+ d1k) (b2i+ c2j+ d2k) =
�b1b2 � c1c2 � d1d2 + (c1d2 � d1c2) i+ (d1b2 � b1d2) j+ (b1c2 � c1b2)k =

�u1 � u2 + u1 � u2;

µcia u1 � u2 vektoriu¾u1 ir u2 skaliarin·e sandauga, o u1 � u2 vektoriu¾u1 ir u2
vektorin·e sandauga.

Dalyba kvaternionu¾aib·eje.

Tegu � =a+u ir �=a�u; µcia u - kvaterniono � vektorin·e dalis. Sudauginus
� ir � tur·esime

�� = (a+ u) (a� u) = a2 + ua� au� u2 = a2 � u2 =
a2 + u � u�u� u =a2 + b2 + c2 + d2:

Turime, kad � 6= o tada ir tik tada, kai �� = a2 + b2 + c2 + d2 > 0: Tod·el

�� �
��

= 1
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ir

��1 = 1
��
�:

14.4 I�vada. Kvaternionu¾aib·eje H apibr·eµzti visi skaiµciams būdingi veiksmai:
sud·etis, atimtis, daugyba, dalyba. �iu¾ veiksmu¾ atµzvilgiu galioja visos skaiµciams
būdingos savyb·es, i�skyrus vien ¾a - kvaternionu¾aib·eje negalioja sandaugos komu-
tatyvumas, pvz. i � j 6= j � i:
Erdv·es R3 posūkiai.

14.5 Teorema. Jeigu u yra vektorius, tai �u��1 yra vektorius su visais
nenuliniais � 2 H:
I¾rodymas. Jei � =a+ v, tai ��1 = 1

��
(a� v) : Tod·el

�u��1= 1
��
(a+ v)u (a� v) = 1

��
(au+ vu) (a� v) =

1
��
(a2u�auv+avu� vuv) :

µCia skliaustuose yra vektorius, nes

a2u

yra vektorius,

-auv+avu =
�a (uv � vu) = �a (�u � v + u� v + v � u+ v � u) =

2 (u� v)

yra vektorius, ir

vuv =
(vu)v =(�u � v + u� v)v =� (u � v)v + (u� v)v =

� (u � v)v+(� (u� v) � v+(u� v)� v) =
� (u � v)v � (u� v) � v

yra vektorius.
I¾rodyta.

Funkcija A� (u) = �u��1 yra tiesin·e transformacija erdv·eje R3 su visais
� 6= o: Pasteb·ekime, kad Aa� = A� su visais realiais a :
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Aa� (u) = a�u (a�)�1 = a�ua�1��1 = �u��1 = A� (u) :

14.6 Teorema. A� yra ortogonalioji transformacija.
I¾rodymas. Tegu u ir v - vektoriai. Tada i�vienos pus·es

� (uv)��1 = (�u��1) (�v��1) = � (�u��1) � (�v��1)+(�u��1)� (�v��1) ;

µcia pirmasis d·emuo yra skaliarin·e kvaterniono dalis( skaiµcius).
I�kitos pus·es

� (uv)��1 = � (�u � v + u� v)��1 = �� (u � v)��1 +� (u� v)��1 =
� (u � v) +� (u� v)��1;

µcia pirmasis d·emuo yra skaliarin·e kvaterniono dalis( skaiµcius).
I�µcia turime, kad

(�u��1) � (�v��1) = (u � v)
A� (u) � A� (v) = u � v:

I¾rodyta.

14.7 Teorema. Vektoriu¾sistemu¾u;v;w ir A� (u) ;A� (v) ;A� (w) orientaci-
jos yra vienodos.

I¾rodymas paliekamas skaitytojui.

Tegu � =a+ bi+ cj+ dk =a+u0 yra ilgio 1 kvaternionas, t.y.

a2 + b2 + c2 + d2 = a2 + ku0k2 = 1

Tada egzistuoja toks kampas '; 0 � ' � �; kad�
a = cos'
ku0k = sin'

ir

� =cos'+
u0
ku0k

sin' = cos'+ u sin';
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µcia u =
u0
ku0k

yra ilgio 1 vektorius, t.y. kuk = 1:
14.8 Teorema. Jeigu v yra ilgio 1 vektorius statmenas u, ow = uv = u� v,

tai vektoriu¾sistema u;v;w yra ortonormuota de�inin·e sistema , ir A� yra posūkio
kampu 2' apie vektoriu¾u tiesin·e transformacija.

I¾rodymas. I¾rodym ¾a, kad vektoriu¾sistema u;v;w yra ortonormuota de�inin·e
sistema paliekame skaitytojui. Parodysime, kad A� yra posūkio kampu 2' apie
vektoriu¾u tiesin·e transformacija

A� (u) = �u��1 = (cos'+ u sin')u (cos'� u sin') =

(u cos'� sin') (cos'� u sin') = u
�
cos2 '+ sin2 '

�
= u =(u;v;w)

0@ 1
0
0

1A
A� (v) = �v��1 = (cos'+ u sin')v (cos'� u sin') =

(v cos'+w sin') (cos'� u sin') = v
�
cos2 '� sin2 '

�
+w (2 sin' cos') =

v (cos 2') +w (sin 2') = (u;v;w)

0@ 0
cos 2'
sin 2'

1A
A� (w) = �w��1 = (cos'+ u sin')w (cos'� u sin') =

(w cos'� v sin') (cos'� u sin') = v (� sin 2') +w (cos 2') =

(u;v;w)

0@ 0
� sin 2'
cos 2'

1A :
Gavome, kad A� matrica baz·eje u;v;w yra0@ 1 0 0

0 cos 2' � sin 2'
0 sin 2' cos 2'

1A :
Bet tai ir yra posūkio kampu 2' apie vektoriu¾u tiesin·es transformacijos ma-

trica.
I¾rodyta.

14.9 Pavyzdys. Tegu � =1
2
+ 1

2
i+ 1

2
j+ 1

2
k: Tai ilgio 1 kvaternionas, kurio re-

alioji dalis lygi a = 1
2
; o vektorin·e dalis yra vektorius u0 = 1

2
i+ 1

2
j+ 1

2
k =1

2
(1; 1; 1) :

Tada ku0k =
p
3
2
ir sistemos
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� 1
2
= cos'p
3
2
= sin'

sprendinys intervale 0 � ' � � yra ' = �
3
:

Normav¾e vektoriu¾u0 gausime u =
u0
ku0k

=
p
3
3
(1; 1; 1) :

Tegu v =
p
2
2
(1;�1; 0) normuotas vektorius ortogonalus vektoriui u: Tada

w = uv = u� v =

������
i j kp
3
3

p
3
3

p
3
3p

2
2

�
p
2
2

0

������ =
p
6
6
i+

p
6
6
j �

p
6
3
k =

p
6
6
(1; 1;�2)

Taigi, A� yra ortogonali transformacija, kuri erdv·eje esnaµcius vektorius pasuka
2' = 2�

3
kampu vektoriaus u kryptimi nuo vektoriaus v link vektoriaus w.
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