Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas. Rimantas Grigutis
14 paskaita. Tiesinés transformacijos ir fraktalai plokstumoje.

Tiesinés transformacijos plokstumoje.
13.1 Apibrézmas. Funkcija T plokstumos R* vektoriui (z,y) lygybémis

U = a;x + ay
UV = a21T + G2y

priskirianti vektoriy (u,v), T (z,y) = (u,v) , vadinama tiesine transformacija.

Tiesing transformacija 7" apibréziancias lygybes (1) galima reiksti ir matricomis
u ) _ [ an G2 T\ _ ( an%+ a2y
v az1 Az y an +axny )’

a1 Qi c .. .. .
— tiesinés transformacijos 7" matrica.
Q21  G22

Norédami pabreézti rysj tarp transformacijos 7' ir jos matricos transformacijos
matrica zymi [T7].
13.2 Pavyzdziai. 1. Transformacija Ty kurios matrica yra nuliné: [Tp] =

00 : 4 g .
( ), vadinama nuline transformacija. Turime

w(5)-(00)(5)- (1)

2. Transformacija T, kurios matrica yra vienetiné: [T;] = ( (1) ? ), vadi-

nama vienetine transformacija. Turime

w(3)=G)6)-6)



Pateiksime kitus svarbius tiesiniy transformacijy plokstumoje pavyzdzius.

Tiesinis istempimas ir tiesinis suspaudimas.

13.3 Apibrézimas. Tegu k - neneigiamas skaicius. Tada transformacija
Ty (x,y) = (kz, ky)vadinama istempimu, jei k > 1 , ir suspaudimu, jei 0 < k < 1.

Tiesinio istempimo, suspaudimo plokstumoje matrica yra

k0
x k 0O x kx
w(5)- () G)-(5)
Posukio transformacijos plokstumoje.

13.4 Apibrézimas. Posukio transformacija kampu 6 plokstumoje vadiname
tiesine transformacija T, kuri kiekviena plokstumos vektoriy pasuka pries laikrodzio
rodykle kampu 6.
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(x,y)
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Posiikio transformacijos matrica T? yra

g1 [ cos —sind
[T]_(Sinﬁ cos )

w '\ [ cosf —sinf x
v )\ sinf cosf y

ir

Fraktalai

13.5 Apibrézimas. Fraktalas yra geometrinis objektas, sudarytas i§ panasiy
3 save geometriniy objekty.

Fraktalai yra zinomi jau daugiau nei §imta mety, bet tik paskutiniuosius 40
mety jie nagrinéjami matematiskai. Tokio nagrinéjimo pradzia tradiciskai laikoma
Benoit Mandelbrot’o knyga isleista 1977 metais.



Skaitiniu fraktalo pavyzdziu galéty biiti Paskalio trikampis uzrasytas mod 2.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
Paskalio trikampis, kai N=7
1
1 1
1 0 1

1 1 0 0 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
Paskalio trikampis mod?2

Pastarasis trikampis, kurio kiekviena krastiné sudaryta i3 8 vienetuky, sudary-
tas i§ trijy trikampiy, kuriy kiekviena krastiné sudaryta i§ 4 vienetuky. Savo
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ruostu, kiekvienas §is trikampis, kurio kiekviena krastiné sudaryta is 4 vienetuky,
sudarytas i§ trijy trikampiy, kuriy kiekviena krastiné sudaryta is 2 vienetukuy.

Panagy vaizdg mes matysime ir su kitais N, o kai N— oo, tai matysime klasikinj
Serpinskio trikampj( 1916 metais lenky matematiko Waclaw Serpinski nagrinétas
fraktalas):

Matematiskai fraktalus galima apibrézti keliais budais. Vienas i§ jy - apibrézimas
funkcijomis.
13.6 Pavyzdys. Kantoro aibé( Cantor set). Tegu aibéje F' = [0; 1] apibréztos
1 2
dvi funkcijos f; (z) = 3% fo(x) = i

Fraktalus gausime, jei nagrinésime $iy funkcijy vaizdy sajungas:

Fy=F
Fy = fi (Fo) U fo (Fo),
Fy=fi (F)U fa (F1),
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F.=fi (Fn—'l.) U fo (Fuea),



Fo
F1
F

13.7 pavyzdys. Serpinskio trikampis. Tegu kompleksinés plokstumos trikampyje,
kurio virsunés yra (0;0),(0;1) ir (%, e ) Gla e3 yra 6-ojo laipsnio Saknis i§ 1,

apibréztos trys funkcijos

fl (Z) = %7 f2 (Z) = Z+§? 7f3 (Z) - Z—QH‘
Fraktalus gausime, jei nagrinésime 8iy funkcijy vaizdy sajungas:

Fy=F,
Py = fi(Fo) U f2 (Fo) U f3 (Fo)
Fy = fi(F1) U fo (F1) U f3 (F1),

Fo = fi (Fac) U fo (Facr) U s (Fay)
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13.8 Apibrzézimas. Panasumo transformacija ( similitude) plokstumoje yra

(%) cosf) —sind Ty, (@
y ~ 7\ sind  cosd y b )’

cia s,0,a ir b yra skaiciai. Beto musy atvejais 0 < s < 1:



(0;1)

(0;0)

(ab)

(1,0

v

Fraktalus galima apibrézti specialiu budu parenkant panasumo atvaizdzius

Ty, 75, ..., T ir konstruojant pacius fraktalus Sy, .Ss, ..
induktyviai:
0 zingsnis | Parenkame aibg S, C R?
1 Zingsnis Sl = T1 (S[)) U T2 (So) U---u Tk- (So)
2 zingsnis | So =T (S1) U T (S1) U--- U T} (S1)
3 Zingsnis S3 = T1 (SQ) U T2 (SQ) Uu---u Tk (SQ)
n Zingsnis Sn = T1 (Sn—l) U T2 (Sn—l) y---u Tk (Sn—l)

13.9 Pavyzdys. Kantoro aibé. Tegu

o

n(y)=:(av)(5)

D)+ (3)

.y Sp, ..., Kuriuos apibréziame

dvi panasumo transformacijos. 13.6 pavyzdyje gauta fraktalus gausime jeigu

SOZF: [0,1]



Kitu Kantoro aibés pavyzdziu galéty buti fraktalai gauti, jei Sq buty kvadratas
su virsunémis taskuose (0;0),(0;1),(1;1) ir (1;0) :

13.10 Pavyzdys. Serpinskio trikampis. Tegu

n(3)=1G) ()
() =5 (2) ()
s(5) -1 ) () (1)

trys panasumo transformacijos.



Serpinskio trikampio pavyzdziu galéty buti fraktalai gauti, jei So buty statusis
trikampis su virsunémis taskuose (0;0),(0;1) ir (1;0) :

G

13.11 Pavyzdys. Serpinskio kilimas. Tegu

[\ _ 1 10 T a; .
() () (1) e

" o . .. a;
Cia astuoni vektoriai b yra
i

(0):06)-(6)L2)-(1)-(3)-(1)-(F)

Serpinskio kilimo pavyzdziu galétq bﬁti fraktalai gauti, jei Sy buty kvadratas
su vir§unémis taskuose (

oI N




Norint sukonstruoti panasumo transformacijomis fraktalus kompiuteriu reikty
ieskoti visy pikseliy, kurie sudaro aibes Sy, S1, 95, ...,vaizdus.Tai reikalauja labai
daug veiksmy ir trunka ilgai

1985 metais Michael Barnsley pasitilé alternatyvy fraktaly konstravimo metoda
- atsitiktiniy iteracijy algoritma ( teoriskai jis grindziamas tikimybiy teorijos Monte
Karlo metodu):

0 zingsnis | Parenkame bet kurj taska x, C R?

1 zingsnis | atsitiktinai renkamés Ty ir randame x1 = Ty (o)
2 zingsnis | atsitiktinai renkameés Ty o) ir randame x5 = Tj2) (21)
3 zingsnis | atsitiktinai renkameés Ty s) ir randame x5 = Ty3) (22)

n zingsnis | atsitiktinai renkameés Ty, ir randame x,, = Ty (25—1)

Uzduotis. Atsitiktiniy iteracijy metodas Serpinskio kilimui.

Tegu xo = (0;0) - pradinis taskas.Atsitktinai pasirinkite desimt Serpinskio
kilimg apibrézian¢iy panasumo transformacijy ir atlikite atsitiktiniy iteracijy al-
goritmg. Taskus pavaizduokite plokstumoje.
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