
Algebra ir geometrija informatikams. Paskaitu¾konspektas. Rimantas Grigutis
14 paskaita. Tiesin·es transformacijos ir fraktalai plok�tumoje.

Tiesin·es transformacijos plok�tumoje.
13.1 Apibr·eµzmas. Funkcija T plok�tumos R2 vektoriui (x; y) lygyb·emis

u = a11x+ a12y
v = a21x+ a22y

priskirianti vektoriu¾(u; v), T (x; y) = (u; v) ; vadinama tiesine transformacija.

Tiesin¾e transformacij ¾a T apibr·eµzianµcias lygybes (1) galima reik�ti ir matricomis�
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� tiesin·es transformacijos T matrica.

Nor·edami pabr·eµzti ry�i¾tarp transformacijos T ir jos matricos transformacijos
matric ¾a µzymi [T ].

13.2 Pavyzdµziai. 1. Transformacija T0;kurios matrica yra nulin·e: [T0] =�
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2. Transformacija TI ; kurios matrica yra vienetin·e: [TI ] =
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nama vienetine transformacija. Turime

[TI ]
�
x
y

�
=

�
1 0
0 1

��
x
y

�
=

�
x
y

�
:



Pateiksime kitus svarbius tiesiniu¾transformaciju¾plok�tumoje pavyzdµzius.

Tiesinis i�tempimas ir tiesinis suspaudimas.

13.3 Apibr·eµzimas. Tegu k - neneigiamas skaiµcius. Tada transformacija
Tk (x; y) = (kx; ky)vadinama i�tempimu, jei k � 1 , ir suspaudimu, jei 0 � k � 1:

Tiesinio i�tempimo, suspaudimo plok�tumoje matrica yra
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Posūkio transformacijos plok�tumoje.

13.4 Apibr·eµzimas. Posūkio transformacija kampu � plok�tumoje vadiname
tiesin ¾e transformacij ¾a T �, kuri kiekvien ¾a plok�tumos vektoriu¾pasuka prie�laikrodµzio
rodykl ¾e kampu �:

x

y

(x,y)

(u,v)

φ

θ

2



Posūkio transformacijos matrica T � yra

�
T �
�
=

�
cos � � sin �
sin � cos �

�
ir �

u
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=

�
cos � � sin �
sin � cos �

��
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y

�
:

Fraktalai
13.5 Apibr·eµzimas. Fraktalas yra geometrinis objektas, sudarytas i� pana�iu¾

i¾ save geometriniu¾objektu¾.
Fraktalai yra µzinomi jau daugiau nei �imt ¾a metu¾, bet tik paskutiniuosius 40

metu¾jie nagrin·ejami matemati�kai. Tokio nagrin·ejimo pradµzia tradici�kai laikoma
Benoit Mandelbrot�o knyga i�leista 1977 metais.
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Skaitiniu fraktalo pavyzdµziu gal·etu¾būti Paskalio trikampis uµzra�ytas mod 2:

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Paskalio trikampis, kai N=7
1

1 1
1 0 1

1 1 1 1
1 0 0 0 1

1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1
Paskalio trikampis mod2

Pastarasis trikampis, kurio kiekviena kra�tin·e sudaryta i�8 vienetuku¾, sudary-
tas i� triju¾ trikampiu¾, kuriu¾ kiekviena kra�tin·e sudaryta i� 4 vienetuku¾. Savo
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ruo�tu, kiekvienas �is trikampis, kurio kiekviena kra�tin·e sudaryta i�4 vienetuku¾,
sudarytas i�triju¾trikampiu¾, kuriu¾kiekviena kra�tin·e sudaryta i�2 vienetuku¾.
Pana�u¾vaizd ¾a mes matysime ir su kitais N, o kai N!1; tai matysime klasikini¾

Serpinskio trikampi¾( 1916 metais lenku¾matematiko Waclaw Serpinski nagrin·etas
fraktalas):

Matemati�kai fraktalus galima apibr·eµzti keliais būdais. Vienas i�ju¾- apibr·eµzimas
funkcijomis.
13.6 Pavyzdys. Kantoro aib·e( Cantor set). Tegu aib·eje F = [0; 1] apibr·eµztos

dvi funkcijos f1 (x) =
1

3
x; f2 (x) =

x+ 2

3
Fraktalus gausime, jei nagrin·esime �iu¾ funkciju¾vaizdu¾s ¾ajungas:

F0 = F;
F1 = f1 (F0) [ f2 (F0) ;
F2 = f1 (F1) [ f2 (F1) ;

...,
Fn = f1 (Fn�1) [ f2 (Fn�1) ;

:::
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13.7 pavyzdys. Serpinskio trikampis. Tegu kompleksin·es plok�tumos trikampyje,
kurio vir�̄un·es yra (0; 0) ; (0; 1) ir

�
1
2
; e

�i
3

�
,µcia e

�i
3 yra 6-ojo laipsnio �aknis i� 1,

apibr·eµztos trys funkcijos

f1 (z) =
z
2
; f2 (z) =

z+e
�i
3

2
; f3 (z) =

z+1
2
:

Fraktalus gausime, jei nagrin·esime �iu¾ funkciju¾vaizdu¾s ¾ajungas:

F0 = F;
F1 = f1 (F0) [ f2 (F0) [ f3 (F0) ;
F2 = f1 (F1) [ f2 (F1) [ f3 (F1) ;

:::;
Fn = f1 (Fn�1) [ f2 (Fn�1) [ f3 (Fn�1)

...

13.8 Apibrµz·eµzimas. Pana�umo transformacija ( similitude) plok�tumoje yra

T
�
x
y

�
= s

�
cos � � sin �
sin � cos �

��
x
y

�
+

�
a
b

�
;

µcia s,�; a ir b yra skaiµciai. Beto mūsu¾atvejais 0 < s < 1:

6



y

x

(0;1)
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(a;b)

θ(1;1)

y

x

U

T(U)

s

Fraktalus galima apibr·eµzti specialiu būdu parenkant pana�umo atvaizdµzius
T1; T2; :::; Tk ir konstruojant paµcius fraktalus S1; S2; :::; Sn; :::; kuriuos apibr·eµziame
induktyviai:

0 µzingsnis Parenkame aib¾e S0 � R2

1 µzingsnis S1 = T1 (S0) [ T2 (S0) [ � � � [ Tk (S0)
2 µzingsnis S2 = T1 (S1) [ T2 (S1) [ � � � [ Tk (S1)
3 µzingsnis S3 = T1 (S2) [ T2 (S2) [ � � � [ Tk (S2)
� � � � � �
n µzingsnis Sn = T1 (Sn�1) [ T2 (Sn�1) [ � � � [ Tk (Sn�1)
� � � � � �

13.9 Pavyzdys. Kantoro aib·e. Tegu

T1
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�
dvi pana�umo transformacijos. 13.6 pavyzdyje gaut ¾a fraktalus gausime jeigu

S0 = F = [0; 1].
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Kitu Kantoro aib·es pavyzdµziu gal·etu¾būti fraktalai gauti, jei S0 būtu¾kvadratas
su vir�̄un·emis ta�kuose (0; 0) ; (0; 1) ; (1; 1) ir (1; 0) :

13.10 Pavyzdys. Serpinskio trikampis. Tegu
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�
trys pana�umo transformacijos.
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Serpinskio trikampio pavyzdµziu gal·etu¾būti fraktalai gauti, jei S0 būtu¾statusis
trikampis su vir�̄un·emis ta�kuose (0; 0) ; (0; 1) ir (1; 0) :

13.11 Pavyzdys. Serpinskio kilimas. Tegu

Ti
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�
; i = 1; 2; :::; 8

µcia a�tuoni vektoriai
�
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;
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;
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�
Serpinskio kilimo pavyzdµziu gal·etu¾būti fraktalai gauti, jei S0 būtu¾kvadratas

su vir�̄un·emis ta�kuose (0; 0) ; (0; 1) ; (1; 1) ir (1; 0) :
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Norint sukonstruoti pana�umo transformacijomis fraktalus kompiuteriu reiktu¾
ie�koti visu¾ pikseliu¾, kurie sudaro aibes S0; S1; S2; :::;vaizdus.Tai reikalauja labai
daug veiksmu¾ ir trunka ilgai
1985 metais Michael Barnsley pasiūl·e alternatyvu¾fraktalu¾konstravimometod ¾a

- atsitiktiniu¾iteraciju¾algoritm ¾a ( teori�kai jis grindµziamas tikimybiu¾teorijos Monte
Karlo metodu):

0 µzingsnis Parenkame bet kuri¾ ta�k ¾a x0 � R2

1 µzingsnis atsitiktinai renkam·es Tk(1) ir randame x1 = Tk(1) (x0)
2 µzingsnis atsitiktinai renkam·es Tk(2) ir randame x2 = Tk(2) (x1)
3 µzingsnis atsitiktinai renkam·es Tk(3) ir randame x3 = Tk(3) (x2)
� � � � � �
n µzingsnis atsitiktinai renkam·es Tk(n) ir randame xn = Tk(n) (xn�1)
� � � � � �

Uµzduotis.Atsitiktiniu¾ iteraciju¾metodas Serpinskio kilimui.
Tegu x0 = (0; 0) - pradinis ta�kas.Atsitktinai pasirinkite de�imt Serpinskio

kilim ¾a apibr·eµzianµciu¾ pana�umo transformaciju¾ ir atlikite atsitiktiniu¾ iteraciju¾ al-
goritm ¾a. Ta�kus pavaizduokite plok�tumoje.
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