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12 paskaita. Tiesin·es transformacijos R3 ir ju¾matricos:

Tegu A yra tiesin·es transformacijos A : R3 ! R3 matrica kurioje nors baz·eje,
o I - vienetin·e matrica i�M3(R):
12.1 Apibr·eµzimai.
1. Polinomas �A(t) = det(A � tI) vadinamas tiesin·es transformacijos A

charakteringuoju polinomu.

2. �A(t) �aknys( realios ir kompleksin·es) vadinamos tikrin·emis A reik�m·emis.
3. Jei � - realioji tikrin·e reik�m·e, tai nenulinis vektorius v, tenkinantis lygyb¾e

A (v) = �v vadinamas tikriniu vektoriumi atitinkanµciu tikrin ¾e reik�m ¾e �:
12.2 Teorema. Tiesin·es transformacijos A charakteringasis polinomas neprik-

lauso nuo baz·es.

I¾rodymas. Tegu A1 ir A2 yra tiesin·es transformacijos A matricos skirtingose
baz·ese. Turime A1 = C�1A2C, µcia C - baziu¾keitimo matrica. Tada

det(A1 � tI) =
det(C�1A2C � tI) = det(C�1A2C � tC�1IC) =

det (C�1(A2 � tI)C) = detC�1 det(A2 � tI) detC =
det(A2 � tI):

I¾rodyta.

12.3 Teorema. Jei v1; :::;vm tikriniai vektoriai atitinkantys poromis skirtin-
gas reik�mes �1; :::; �m, tai vektoriu¾sistema v1; :::;vm yra tiesi�kai nepriklausoma.

I¾rodymas. Matematin·e indukcija pagal m.
M.i. baz·e( m = 1). tikrinis vektorius v1 yra nenulinis, tod·el tiesi�kai neprik-

lausomas.
M.i. prielaida. vektoriai v1; :::;vm�1 yra tiesi�kai nepriklausomi.
M.i. teiginys.
Tegu �1; :::; �m tokie skaiµciai, kad

�1v1 + � � �+ �mvm = o. (1)

Tada



o =A (o) = A (�1v1 + � � �+ �mvm) =
�1A (v1) + � � �+ �mA (vm) =

�1�1v1 + � � �+ �m�mvm = o (2)

Padauginkime (1) i��m ir atimkime j ¾a i�(2). Tur·esime

�1(�m � �1)v1 + � � �+ �m�1(�m � �m�1)vm�1 = o

pagal M.i. prielaid ¾a v1; :::;vm�1 yra tiesi�kai neprikalusomi, tod·el

�1(�m � �1) = � � � = �m�1(�m � �m�1) = 0:

Bet �1; :::; �m yra poromis skirtingi, tod·el

�1 = � � � = �m�1 = 0

ir

�mvm = o:

Vektorius vm 6= o; tod·el ir �m = 0:
I¾rodyta.

Lygyb·eA (v) = �v yra ekvivalenti lygybei (A� �I) (v) = o , µcia I - vienetin·e
transformacija: I (v) = v: Tod·el visu¾tikriniu¾vektoriu¾atitinkanµciu¾tikrin¾e reik�m¾e
� aib·e yra poervis ker(A� �I) :
Tiesin·es transformacijos matricos.

Tegu A yra tiesin·es transformacijos A standartin·eje baz·eje e1; e2; e3 :
A (e1; e2; e3) = (e1; e2; e3)A:
Tegu �A(t) = det(A� tI) = � (t� �1) (t� �2) (t� �3)
Turime, kad dimker (A� �I) = 3�rank(A� �I):
Nagrin·esime �iuos atvejus.
1. �1; �2; �3 2 R
1.1.

�1 6= �2 6= �3:
dimker (A� �1I) = 1
dimker (A� �2I) = 1
dimker (A� �3I) = 1
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R3 baz·e: tikriniai vektoriai v1;v2;v3 atinkantys �1; �2; �3

A (v1) = �1v1
A (v2) = �2v2
A (v3) = �3v3

A matrica baz·eje v1;v2;v3 0@ �1 0 0
0 �2 0
0 0 �3

1A
1.2

�1 = �2 6= �3
dimker (A� �1I) = 2
dimker (A� �3I) = 1

R3 baz·e: tikriniai vektoriai v1;v2;v3 atinkantys �1; �2; �3

A (v1) = �1v1
A (v2) = �1v2
A (v3) = �3v3

A matrica baz·eje v1;v2;v3 0@ �1 0 0
0 �1 0
0 0 �3

1A
1.3

�1 = �2 6= �3
dimker (A� �1I) = 1
dimker (A� �3I) = 1

Tegu uT1 ;u
T
2 yra lygµciu¾sistemos (A� �1I)2X = O fundamentalioji sprendiniu¾

sistema.
Tarp (A��1I)uT1 ; (A��1I)uT2 yra nenulinis stulpelis, sakykime (A��1I)uT1 6=

(0; 0; 0)T :
R3 baz·e: v1 = u1;v2 = (A� �I) (u1) ;v3
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A (v1) = �1v1 + v2
A (v2) = �1v2
A (v3) = �3v3

A matrica baz·eje v1;v2;v3 0@ �1 0 0
1 �1 0
0 0 �3

1A
1.4.

�1 = �2 = �3 = �
dimker (A� �I) = 3

R3 baz·e: e1; e2; e3

A (e1) = �e1
A (e2) = �e2
A (e3) = �e3

A matrica baz·eje e1; e2; e3 0@ � 0 0
0 � 0
0 0 �

1A
1.5

�1 = �2 = �3 = �
dimker (A� �I) = 2

Tarp vektoriu¾ (A � �I)eT1 ; (A � �I)eT2 ; (A � �I)eT3 yra nenulinis, sakykime
(A� �I)eT1 6= (0; 0; 0)T
R3 baz·e: v1 = e1;v2 = (A� �I) (e1) ;v3 = e3

A (v1) = �1v1 + v2
A (v2) = �1v2
A (v3) = �3v3
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A matrica baz·eje v1;v2;v3 0@ � 0 0
1 � 0
0 0 �

1A
1.6

�1 = �2 = �3 = �
dimker (A� �I) = 1

Tarp vektoriu¾ (A� �I)2eT1 ; (A� �I)2eT2 ; (�A� �I)2eT3 yra nenulinis, sakykime
(A� �I)2eT1 6= (0; 0; 0)T

R3 baz·e: v1 = e1;v2 = (A� �I) (e1) ;v3 = (A� �I)2 (e1)

A (v1) = �v1 + v2
A (v2) = �v2 + v3
A (v3) = �v3

A matrica baz·eje v1;v2;v3 0@ � 0 0
1 � 0
0 1 �

1A :
2. �1 2 R;�2; �3 2 C:
Turime, kad

�2 = a+ ib; �3 = a� ib:

Tegu v1 yra tikrinis vektorius, atinkantis �1

A (v1) = �1v1

Tegu nenulinis kompleksinis vektorius c2 2 C3 yra toks, kad

(A� �2I)cT2 = (0; 0; 0)T

ir

nenulinis kompleksinis vektorius c3 2 C3 yra toks, kad
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(A� �3I)cT3 = (0; 0; 0)T :

Tada c2 = v2 + iv3 ir c3 = v2 � iv3; µcia v2;v3 2 R3 ir

A(v2) + iA (v3)=A (v2 + iv3) =
(a+ ib) (v2 + iv3) = (av2 � bv3) + i (bv2 + av3)

A (v2) = av2 � bv3 = (v2;v3)
�
a
�b

�
A (v3) = bv2 + av3 = (v2;v3)

�
b
a

�
Vektoriai v1;v2;v3 sudaro R3 baz¾e, kurioje A matrica yra0@ �1 0 0

0 a b
0 �b a

1A
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