Tiesine algebra ir geometrija bioinformatikams. Paskaity konspektas.
Rimantas Grigutis

12 paskaita. Tiesinés transformacijos R? ir jy matricos.

Tegu A yra tiesinés transformacijos A : R* — R? matrica kurioje nors bazéje,
o I - vienetiné matrica is M3(R).

12.1 Apibrézimai.

1. Polinomas x 4(t) = det(A — tI) vadinamas tiesinés transformacijos A
charakteringuoju polinomu.

2. x 4(t) saknys( realios ir kompleksinés) vadinamos tikrinémis A reiksmémis.
3. Jei X - realioji tikriné retksmé, tar nenulinis vektorius v, tenkinantis lygybe
A (v) = Av vadinamas tikriniu vektoriumi atitinkanciu tikring reiksme .

12.2 Teorema. Tiesinés transformacijos A charakteringasis polinomas neprik-
lauso nuo bazés.

Irodymas. Tegu A; ir Ay yra tiesinés transformacijos A matricos skirtingose
bazése. Turime A; = C~1A,C, ¢ia C - baziy keitimo matrica. Tada

det(A1 — t]) =
det(C—1 AyC — t1) = det(C— AyC — tC—11C) =
det (C7Y(Ay —tI)C) = det Ctdet(Ay — tI)det C' =

Irodyta.

12.3 Teorema. Jei vy, ..., vy, tikriniai vektoriar atitinkantys poromis skirtin-
gas retk§mes A1, ..., A\, tai vektoriy sistema vy, ..., vy, yra tiesiskai nepriklausoma.

Irodymas. Matematiné indukcija pagal m.

M.i. bazé( m = 1). tikrinis vektorius vy yra nenulinis, todél tiesiskai neprik-
lausomas.

M.i. prielaida. vektoriai vy, ..., Vv,,_1 yra tiesiskai nepriklausomi.

M.i. teiginys.

Tegu aq, ..., o, tokie skaic¢iai, kad

a1vy + -+ @V, = 0. (1)

Tada



o=A(0)=A(1vi+- - +anvy) =
Oél.A (Vl) + -t OémA (Vm) =
Q1A V] + - @AV, = 0 (2)

Padauginkime (1) i§ A\, ir atimkime ja i$ (2). Turésime
at( N — A)vi+ -+ a1 A — A1) Vi1 = 0
pagal M.i. prielaidg vy, ..., v,,_1 yra tiesiskai neprikalusomi, todél
a1 A — A1) = = 1Ay — A1) = 0.
Bet Ay, ..., A, yra poromis skirtingi, todeél
= =a,; 1=0

ir

Vi = O.
Vektorius v, # o, todél ir a,, = 0.

Irodyta.

Lygybé A (v) = Av yra ekvivalenti lygybei (A — A\Z) (v) = o, ¢iaZ - vienetiné
transformacija: Z (v) = v. Todél visy tikriniy vektoriy atitinkanciy tikrine reiksme
A aibé yra poervis ker(A — A7) .

Tiesinés transformacijos matricos.

Tegu A yra tiesinés transformacijos A standartinéje bazéje ey, es, €3 :
A (ela €2, 83) = (e17 €2, 83) A.

Tegu x 4(t) =det(A —tl) = — (t — A1) (t — A2) (t — A3)

Turime, kad dimker (A — A7) = 3—rank(A — A\I).

Nagrinésime §iuos atvejus.

1. )\1,)\2,)\3 R

1.1.

AL # Xo #F A3
dimker (4 — \7) =1
dimker (A — A7) =1
dimker (A — \37) =1

2



R? bazé: tikriniai vektoriai vy, vo, v3 atinkantys i, Ao, A3

A (Vl) = )\1V1
A (Vg) = /\2V2
A (V3) = /\3V3
A matrica bazéje vy, vo, v3
A 00
0 X O
0 0 MXs
1.2
AL =X #F A3

dimker (A — A7) =2
dimker (A — A37) =1

R? bazé: tikriniai vektoriai vy, vy, v atinkantys \i, Aa, A3

.A (Vl) = /\1V1
./4 (Vg) = /\1V2
A (Vg) = )\3V3
A matrica bazéje vy, va, v3
A 00
0 N O
0 0 X3
1.3
A= Ao £ \g

dimker (A — 7)) =1
dimker (4 — \37) =1

Tegu u?' ,ul yra lygeiy sistemos (A4 — A\ 1)2X = O fundamentalioji sprendiniy

sistema.

Tarp (A=A 1)uf, (A—\;T)ul yra nenulinis stulpelis, sakykime (A— X\ I)u! #

(0,0,0)".

R3 bazé: vi = uy,vo = (A —AT) (0;),v3
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A matrica bazéje vy, va, v3

At 00
1 A O
0 0 A3

1.4.

AM=X=A3=A
dimker (A — \Z) =3

R? bazeé: €1,€e9,€e3

Aler) = Ne
A (eg) = )\82
A (eg) = )\93
A matrica bazéje e, es, €3
A0 0
0 AN O
0 0 A

1.5

)\1 - )\2 - )\3 - )\
dimker (A — \T) =2

Tarp vektoriy (A — X)el, (A — Al)el, (A — M)el yra nenulinis, sakykime
(A - /\])e? 7£ (07 0, O)T
R3 bazé: V] —€1,Vy = (A — )\I) (el) , Vg3 — €3



A matrica bazéje vq, vo, v3

O~ >
o > O
> o O

1.6

A=A =A3= A
dimker (A — A7) =1
Tarp vektoriy (A — A\ )%el, (A — A )%el, (A\A — \I)%el yra nenulinis, sakykime
(A — D)%l # (0,0,0)7

R3 bazé: vi = e, vy = (A—NT) (e1),v3 = (A — )\1)2 (e1)

A(vy) = Avi + vy
.A (VQ) = )\Vg + V3

A (Vg) = )\V3
A matrica bazéje vy, vo, v3
A0 O
1 A2 0
0 1 A

2. M1 € R\, A3 € C.
Turime, kad

Ao =a+1b, A3 = a — ib.
Tegu v, yra tikrinis vektorius, atinkantis Ay
A(vi) = vy
Tegu nenulinis kompleksinis vektorius ¢, € C? yra toks, kad
(A— X1k = (0,0,0)T
ir
nenulinis kompleksinis vektorius c; € C? yra toks, kad

bt



(A — X3I)ck = (0,0,0)7.
Tada cy = vy + ivs ir €3 = Vo — iV3, Gia Vo, vy € R3 ir

A(Vg) + Z.A (V3):A (VQ + 7:V3) =
(a +1b) (vo +ivs) = (avy — bvs) + i (bvy + avs)

A(Vg) =avy — bvy = (V27V3) _ab
b
A(vs) = bvy + avs = (va, v3) ( a )

Vektoriai vq, va, v3 sudaro R? baze, kurioje A matrica yra

A 000
0 a b
0 —-b a



