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12 paskaita. Ties·e erdv·eje.

Ties¾e erdv·eje galima apibr·eµzti kaip dvieju¾susikertanµciu¾plok�tumu¾susikirtimo
bendru¾ta�ku¾aib¾e.

12.1 Apibr·eµzimas. Dvieju¾ tiesiniu¾ lygµciu¾ sistema:�
a1x+ b1y + c1z + d1 = 0
a2x+ b2y + c2z + d2 = 0

: (1)

vadinama ties·es bendr ¾aja lygtimi erdv·eje.

Tegu A0 (x0; y0; z0)� �ksuotas ties·es T ta�kas, o A (x; y; z) - bet kuris ties·es
T ta�kas, ir v =(k; l;m) - nenulinis vektorius lygiagretus tiesei T: Tada vektoriai��!
A0A = (x� x0; y � y0; z � z0) ir v =(k; l;m) yra kolinearūs:

x� x0
k

=
y � y0
l

=
z � z0
m

:

�i dviguba lygyb·e yra teisinga su visais ties·es ta�kais A (x; y; z) ir tod·el ji yra
ties·es T lygtimi: tai ir yra kanonin·e ties·es T lygtis, o vektorius v =(k; l;m)
vadinamas ties·es T krypties vektoriumi.
Vektoriu¾

��!
A0A = (x� x0; y � y0; z � z0) ir v =(k; l;m) kolinearum ¾a gal·etume

uµzra�yti ir taip:

��!
A0A = tv:

Jeigu O yra koordinµciu¾ sistemos pradµzios ta�kas( O = (0; 0; 0)), tai
��!
A0A =�!

OA���!OA0 ir
�!
OA =

��!
OA0 + tv:

�i lygtis vadinama vektorine ties·es lygtimi. Tai galima uµzra�yti ir taip:

(x; y; z) = (x0; y0; z0) + t (k; l;m)

ir



x = x0 + tk
y = y0 + tl
z = z0 + tm

Tai parametrin·es ties·es T lygtys.

Kaip i�bendrosios ties·es lygties rasti kanonin ¾e ties·es lygti¾?

Tegu (1) yra bendroji ties·es T lygtis. Ties·es T krypties vektorius v =(k; l;m)
tai bet kuris vektorius lygiagretus abiems plok�tumoms: a1x+ b1y + c1z + d1 = 0
ir a2x + b2y + c2z + d2 = 0; t.y. vektorius v yra statmenas abiems plok�tumu¾
normal·es vektoriams n1 = (a1; b1; c1) ir n2 = (a2; b2; c2) : Taigi vektoriumi v gal·etu¾
būti vektorius

v = n1 � n2 =
����� b1 c1
b2 c2

���� ;� ���� a1 c1
a2 c2

;

���� a1 b1
a2 b2

��������� :
Norint rasti kuri¾ nors vien ¾a ties·es ta�k ¾a A0, reiktu¾ paimti kuri¾ nors sistemos

(1) sprendini¾ (x0; y0; z0) :

Tiesiu¾pad·etis koordinaµciu¾ sistemos atµzvilgiu.

Tegu v =(k; l;m) - ties·es T krypties vektorius.
1. k = 0 , v � i =0, T lygiagreti yz plok�tumai
2. l = 0, v � j =0, T lygiagreti xz plok�tumai
3. m = 0, v � k =0, T lygiagreti xy plok�tumai
4. k = l = 0, v k k,T lygiagreti Oz a�iai
5. l = m = 0, v k i,T lygiagreti Ox a�iai
6. k = m = 0, v k j,T lygiagreti Oy a�iai.

12.2 Teorema(dvieju¾tiesiu¾pad·etis erdv·eje). Tegu duotos dvi ties·es:

T1 :
x� x1
k1

=
y � y1
l1

=
z � z1
m1

T2 :
x� x2
k2

=
y � y2
l2

=
z � z2
m2

:

Tada

1) ties·es T1 ir T2 lygiagreµcios ()
k1
k2
=
l1
l2
=
m1

m2

:
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2) ties·es T1 ir T2 statmenos () k1k2 + l1l2 +m1m2 = 0:
3) kampas ' tarp tiesiu¾T1 ir T2 randamas i� lygties

cos' = k1k2+l1l2+m1m2p
k1+l1+m1

p
k2+l2+m2

.

4) ties·es T1 ir T2 yra prasilenkianµcios ()������
k1 l1 m1

k2 l2 m2

x2 � x1 y2 � y1 z2 � z1

������ 6= 0 :
5) ties·es T1 ir T2 priklauso vienai plok�tumai ()������

k1 l1 m1

k2 l2 m2

x2 � x1 y2 � y1 z2 � z1

������ = 0:
I¾rodymas.
1)

ties·es T1 ir T2 lygiagreµcios ()
krypties vektoriai v1 = (k1; l1;m1) ir v2 = (k2; l2;m2) lygiagretūs()

k1
k2
=
l1
l2
=
m1

m2

:

2)

ties·es T1 ir T2 statmenos()
krypties vektoriai v1 = (k1; l1;m1) ir v2 = (k2; l2;m2) statmeni

() k1k2 + l1l2 +m1m2 = 0:

3) kampas ' tarp tiesiu¾ T1 ir T2 tai kampas tarp krypties vektoriu¾ v1 =
(k1; l1;m1) ir v2 = (k2; l2;m2) ; tod·el

cos' = k1k2+l1l2+m1m2p
k1+l1+m1

p
k2+l2+m2

:

4)
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ties·es T1 ir T2 yra prasilenkianµcios()
vektoriai v1 = (k1; l1;m1) , v2 = (k2; l2;m2) ir A1A2 = (x2 � x1; y2 � y1; z2 � z1)

n·era komplanarūs
() v1 � (v2 �A1A2) 6= 0:

5)

ties·es T1 ir T2 priklauso vienai plok�tumai()
vektoriai v1 = (k1; l1;m1) , v2 = (k2; l2;m2) ir A1A2 = (x2 � x1; y2 � y1; z2 � z1)

komplanarūs()
v1 � (v2 �A1A2) = 0:

I¾rodyta. �
12.3 Teorema(ties·es ir plok�tumos pad·etis erdv·eje). Tegu duota ties·e

T :

x� x0
k

=
y � y0
l

=
z � z0
m

ir plok�tuma P :

ax + by + cz + d = 0 :

1) ties·e T lygiagreti plok�tumai P () ak + bl + cm = 0

2) ties·e T statmena plok�tumai P () a

k
=
b

l
=
c

m
:

I¾rodymas. Ties·e T lygiagreti plok�tumai P tada ir tik tada, kai ties·es T kryp-
ties vektorius v =(k; l;m) statmenas plok�tumos P normal·es vektoriui n =(a; b; c) :

ak + bl + cm = 0

Ties·e T statmena plok�tumai P tada ir tik tada, kai ties·es T krypties vektorius
v =(k; l;m) lygiagretus plok�tumos P normal·es vektoriui n =(a; b; c) :

a

k
=
b

l
=
c

m
:
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I¾rodyta. �
Ta�ko atstumas iki ties·es.

Tegu A ir B� du skirtingi ties·es T ta�kai, o P� bet kuris ties·es T ta�kas.
Tada vektoriai

�!
AP ir

�!
AB yra kolinearūs:

�!
AP =t

�!
AB :

12.4 Teorema(ta�ko atstumas iki ties·es). Tegu C yra erdv·es ta�kas, o A
ir B� du skirtingi ties·es T ta�kai: Egzistuoja vienint·elis toks ties·es T ta�kas P (
jis vadinamas C projekcija ties·eje T ); kad vektorius

�!
CP yra statmenas vektoriui�!

AB ir

�!
AP =t

�!
AB t =

�!
AB ��!AC


�!AB


2 ;

ta�ko C atstumas iki ties·es T lygus

CP =

r
AC2 � AB2 �

��!
AC ��!AB

�2
AB

:

I¾rodymas. Vektorius
�!
CP turi būti statmenas vektoriui

�!
AB : Tada

�!
CP ��!AB=0��!

AP��!AC
�
� �!AB=0�

t
�!
AB��!AC

�
� �!AB=0

t
�!
AB ��!AB ��!AC ��!AB=0
t



�!AB


2=�!AC ��!AB
t =

�!
AB ��!AC


�!AB


2 :

Vektoriai
�!
CP ir

�!
AP yra statmeni, tod·el i�Pitagoro teoremos trikampiui PAC

(kampas prie vir�̄un·es P� status) turime:
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CP 2 = AC2 � AP 2 =
AC2 �




t�!AB


2 =
AC2 � t2AB2 =

AC2 �
 �!
AB ��!AC
kABk2

!2
AB2 =

AC2 � AB2 �
��!
AC ��!AB

�2
AB2

:

I¾rodyta. �
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