Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas.
Rimantas Grigutis

12 paskaita. Tiesé erdvéje.

Tiese erdveje galima apibrézti kaip dviejy susikertanciy plokstumy susikirtimo
bendry tasky aibe.

12.1 Apibrézimas. Duviejy tiesiniy lygciy sistema:

{a1x+b1y+clz—|—d1:0 1)

T + boy + coz +dy = 0

vadinama tiesés bendraja lygtimi erdvéje.

Tegu Ao (z0; yo; 20) — fiksuotas tieses T' taskas, o A (z;y;2) - bet kuris tiesés
T taskas, ir v = (k;[;m) - nenulinis vektorius lygiagretus tiesei 7. Tada vektoriai
—
ApA = (z — xo;y — Yo; 2 — 20) ir v = (k;[;m) yra kolinearus:

T—To Y—Yo 22— 20

k ) m

Si dviguba lygybé yra teisinga su visais tiesés tagkais A (z;y; 2) ir todél ji yra
tiesés T' lygtimi: tai ir yra kanoniné tiesés T lygtis, o vektorius v = (k,l,m)
vadinamas tieses T' krypties vektoriumi.

Vektoriy m = (z — 20,y — Yo, 2 — 20) ir v = (k, [, m) kolinearuma galétume
uzraSyti ir taip:

.

AoA =1tv.

Jeigu O yra koordin¢iy sistemos pradzios taskas( O = (0;0;0)), tai m =
—_— —

A—0OAgir
—_— —
OA = OA() + tv.
Si lygtis vadinama vektorine tiesés lygtimi. Tai galima uzrasyti ir taip:
(395 2) = (203 Yos 20) + ¢ (k3 1;m)

r



SL’ZSL’U—Ftk
Yy =yo+tl
z2=2zyp+tm

Tai parametrinés tiesés T lygtys.
Kaip i§ bendrosios tiesés lygties rasti kanonine tiesés lygt;?

Tegu (1) yra bendroji tiesés T lygtis. Tiesés T krypties vektorius v = (k, 1, m)
tai bet kuris vektorius lygiagretus abiems plokstumoms: a1z + b1y + c1z2 +d; =0
ir agx + by + coz + dy = 0, t.y. vektorius v yra statmenas abiems plokstumy
normalés vektoriams n; = (ay, by, ¢;) ir ny = (ag, be, ¢2) . Taigi vektoriumi v galéty
buti vektorius

bi ¢
V=n XNy = b2 ¢

Norint rasti kurj nors vieng tiesés taska Ay, reikty paimti kurj nors sistemos
(1) sprendinj (zo, Yo, 20) -

a
as cg’

Tiesiy padétis koordinaciy sistemos atzZvilgiu.

Tegu v = (k,l,m) - tiesés T krypties vektorius.
k=0« v-i=0<« T lygiagreti yz plokstumai
=0« v-j=0<« T lygiagreti xz plokstumai
m=0<< v k=0« T lygiagreti zy plokstumai
k=1=0<v| k<T lygiagreti Oz asiai
l=m=0<v|i&sT lygagreti Ox asiai
k=m=0%<v|jeT lygiagreti Oy asiai.
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12.2 Teorema(dviejy tiesiy padétis erdvéje). Tegu duotos dvi tiesés:

Tr—T — z—Zz
T - 1:y ?Jl: 1

ky L ma

T — T2 Y—Y2 Z— 22

T N = = .
2 ]{72 l2 mo

Tada

k [
1) tiesés Ty ir Ty lygiagretios <= — = - = m

ky o my
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2) tiesés Ty ir Ty statmenos <= kiko + l1ly + mymg = 0.
3) kampas ¢ tarp tiesiy Ty ir Ty randamas i lygties

_ kiko+li1lo+mim
cosyY = \/k1-|1—l12+77112\/k241-l23-m2 ’
4) tiesés Ty ir Ty yra prasilenkianéios —
k‘l ll mq
k’g 12 meo 7é 0.
To —T1 Yo2—Yr 22— 21
5) tiesés Ty ir Ty priklauso vienai plokstumai —
]Cl ll mq
]{?2 ZQ mo =0.
T2 —T1 Y2 — Y1 22— %1
Irodymas.
1)

tiesés T} ir Ty lygiagrecios <=
krypties vektoriai vi = (k1,l1,mq) ir vo = (k2, lo, m2) lygiagretus<—=-
kl ll mq

ky b mg

tiesés 17 ir T, statmenos<—-
krypties vektoriai vi = (ky, 1, m) ir v = (kg l3,m2) statmeni
< kiky + lily + mymgy = 0.

3) kampas ¢ tarp tiesiy 77 ir 75 tai kampas tarp krypties vektoriy v; =
(]Cl, ll,ml) ir Vo = (kg,l2,m2) s todel

kikot+lilo+myima
VE1+l+mivke+la+ms”

cos p =



tieseés T} ir T5 yra prasilenkiancios<—=>
vektoriai Vi = (]{71, ll,ml) , Vo = (1{32, lg, mg) ir A1A2 = (.TQ — X1,Y2 — Y1,%2 — 21)
néra komplanarus

<~ Vi- (V2 X A1A2) 7£ 0.
5)

tiesés 17 ir Ty priklauso vienai plokstumai<—-
vektoriai Vi = (1{71, ll,ml) , Vo = (1{72, ZQ,'ITLQ) ir A1A2 = (I‘Q — X1,Y2 — Y1,22 — 21)
komplanarus<—>
vy - (va X AjAy) =0.

Irodyta. [ |

12.3 Teorema(tiesés ir plokstumos padétis erdveéje). Tegu duota tiesé

T—To_Y—Y _~— %0
k [ m

i plokstuma P :
ar + by + cz+d = 0.

1) tiesé T lygiagreti plokstumai P < ak+bl+cm=0

b
2) tiesé T' statmena plokstumai P = % =7= ‘.
m

Irodymas. Tiese T lygiagreti plokstumai P tada ir tik tada, kai tieses T" kryp-
ties vektorius v = (k, [, m) statmenas plokstumos P normalés vektoriuin = (a, b, ¢) :

ak +bl+cm =0
Tiese T statmena plokstumai P tada ir tik tada, kai tiesés T" krypties vektorius

v = (k,l,m) lygiagretus plokstumos P normalés vektoriui n = (a, b, c) :

a
k



Irodyta. |

Tasko atstumas iki tiesés.

Tegu A ir B_—> du s_k)irtingi tiesés T taskai, o P— bet kuris tieses T taskas.
Tada vektoriai AP ir AB yra kolinearus:

—

AP =tAB.

12.4 Teorema(tasko atstumas iki tiesés). Tegu C yra erdvés taskas, o A
ir B— du skirtingi tiesés 7" taskai. Egzistuoja vienintélis toks tiesés T taskas P(

—
jis vadinamas C' projekcija tieséje T'), kad vektorius CP yra statmenas vektoriui
—
AB ir

AB-AC
AP =tAB  t=-""
—
HAB

tasko C atstumas iki tiesés T lygus

\/AC2 AB? — (AT’)E)Q

AB

CP =

— —
Irodymas. Vektorius CP turi buti statmenas vektoriui AB. Tada

— —
Vektoriai CP ir AP yra statmeni, todél i§ Pitagoro teoremos trikampiui PAC
(kampas prie virsunés P— status) turime:
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CP? = AC? — AP =
AC? — Htﬂ?‘ _
AC? — 2AB? —

— —\ 2
AC? (AB-AC’) g
2
|AB||
e \2
AC? - AB? — <AO-AB>
AB2

Irodyta.



