Tiesine algebra ir geometrija bioinformatikams. Paskaity konspektas.
Rimantas Grigutis

11 paskaita. Tiesinés transformacijos R".

11.1 Apibrézimas. Funkcija A : R" — R" vadinama tiesine transforma-
cija, jeiqu

1. A(ug +up) = A(uy) + A(up) su visais ug,u, € R™ .

2. A(au) = aA(u) su visais o« € Rir u € R™.

11.2 Pavyzdziai.

1. Funkcija Ty (z,y, 2) = (kx, ky, kz) yra tiesiné transformacija erdveje R? ir
vadinama istempimu

2. Vektoriaus i§ R? projekcija j x asi: Tp.(x,y) = (x,0) yra tiesiné transfor-
macija erdvéje R? ir vadinama ortogonalia projekcija.

3. Simetrija zy plokstumos atzvilgiu erdvéje R3: T,y (z,y, 2) = (z,y, —2) yra
tiesiné transformacija erdvéje R? ir vadinama atspindzio transformacija.

11.3 Apibrézimas. Transformacijos A : R" — R" branduoliv vadinamas
R" poerduis
ker A={u € R"|A(u) =o}.

Transformacijos A : R" — R"™ vaizdu vadinamas R™ poerdvis

imA={veR"[Gue R": A(u) =v}.

11.4 Pavyzdziai.

1. ker T}, = o ir im7}, = R?3.

2. kerT,, = {v=1(0,0)|b € R} ir imT,, = {u=(a,0)|a € R}.
3. kerT,, = o ir imT},, = R?3.

11.5. Teiginys. Tiesiné transformacija A pasiZymi tokiomis savybémis:

1. A(o) =o.

2. Jeigu uy, ..., u, yra tiesiskai priklausoma vektoriy sistema, taiir A(uy), ..., A (u,)
yra tiesiskai priklausoma vektoriy sistema.

3. Jeigu wy,...,u, yra generuojanti R™ sistema, tai ir A(uy),...,A(u,) yra

generuojanti imA sistema.



Irodyti paliekama skaitytojui.

11.6. Teorema. Jei U yra R™ poerduvis, tai egzistuoja tokios R" transforma-
cijos Air B, kad U = kerA ir U = imB.

Irodymas. Papildykime U baze uy, ..., uy iki visos erdves R" bazés uy, ..., Ug, Ugiq, ..

Tiesines transformacijas A, B apibrézkime formulémis

A(aug + - -+ apuy + a1 Wpsr + -+ - ap,) = a1y + - - + apuy,
B(ajug + -+ 4 apuy + apy1Uger + - GpUy) = GpriUgeg + -0 Gy,

Tada imA =U ir ker B=U.
Irodyta.
Tiesinés transformacijos matrica.

Tegu A - tiesiné transformacija erdvéje R”, o uy, ..., u,, R" bazé. Tada

a1
A(ay) = anuy + - + apu, = (U, ..., uy)

an1

A1n
A(un) = a1,U1 + - F Apply = (ula ey un)

Qpn

Matrica

aip - Qip

A=

Qp1 = Qnpn

vadinama tiesinés transformacijos A matrica bazéje uy, ..., u,, .
Turime

A(uy,...,u,) = (ug,...,u,) A
Dabar parodysime rysj tarp vektoriaus u ir jo tiesinio vaizdo A (u) koordinagiy

bazéje uy, ..., u, .
Tegu A (u) = v ir



u=(u,.,u,)| - |, v=(ay,...,u,) | -
Ay bn
Turime
a1
A(U):A (u17 7un) =
Qp
ai 451
("4 (uly 7un)) = ((ul? '7un) A) =
Qp, Qanp,
aq bl
(ug,..,u,) A - = (ug,..,u,) | -
Ap bn
Tada
bl aq
ol =A
b an

Dabar parodysime kaip keiciasi tiesinés transformacijos matrica keic¢iantis

erdves bazéms.
Tegu uy,...,u,, ir uf,...,u), dvi erdvés R" bazés ir C yra siy baziy keitimo

matrica:

(uy,...,u,) = (ay,...,u,) - C

Jei

tal

A= CTAC.



11.7.Teorema(apie tiesinés transformacijos bazés ir vaizdo bazes). Tegu
T

tiesinés transformacijos A matrica bazéje uy, ..., u, yra Air v1 .. vI( stulpeliai
i R,,) yra homogeninés lygciy sistemos AX = 0 fundamentalioji sprendiniy sis-
tema. Tada

1) vy, ..., v, yra ker A bazé ir dimker A = n — r = n—rankA.

2) Jei sq,...,8, yra matricos A stulpeliai, tai im A= [sf, ...,sﬂ ir imA bazé

yra maksimalus tiesiskai nepriklausomas sistemos st ,...;sT (eilutés) posistemis, o
dimimA = r =rankA.
a
Irodymas. 1) Jei u=(as,...,a,) = (ug,..,u,) | -+ | = (ug,...,u,)u’
an

, tai u € ker A tada ir tik tada, kada Au?’ = o , t.y. ker A vektoriy koordi-
natiniai stulpeliai yra homogeninés lygciy sistemos AX = 0 sprendiniais.Todél
sios sistemos fundamentalioji sprendiniy sistema yra ker A bazés koordinatiniais
stulpeliais.

2) Turime, kad s} = Au; = (uy,...,u,)u’l.Todél imA bazé yra maksi-
malus tiesigkai nepriklausomas sistemos s?, ..., sT (eilutés) posistemis, o dimimA =
r =rankA.

Irodyta.

11.8 Isvada. Su visom erdvés R™ tiesiném transformacijom A teisinga

dim ker A + dimim.A = n.

Veiksmai su tiesiniais atvaizdziais.

11.9 Apibrézimai. Tegu A, B tiesinés transformacijos erdvéje R".
A ir B suma yra tiesiné transformacija A + B apibrézta lygybe:

(A+B)(u)=A(u)+ B(u).
Tiesiné transformacija oA su visais o € R apibrézta lygybe
(@A) (u) = a(A(a)).
A ir B sandauga yra tiesiné transformacija AB apibrézta lygybe

(AB) (u) = A(B(u)).



11.10 Teorema. Tegu A, B tiesinés transformacijos erdvéje R", o A ir B yra
ju matricos bazéje uy, ..., u,,. Tada

1) A+ B yra transformacijos A + B matrica bazéje uy, ...,u

2) aA yra transformacijos oA matrica bazéje uy, ..., u,,.

3) AB yra transformacijos AB matrica bazéje uy, ..., u

Irodyma paliekame skaitytojui.
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