Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas.
Rimantas Grigutis

11 paskaita. Plokstuma erdvéje.

Pirmosios teoremos kalba apie plokstumos erdvéje bendraja lygti.

11.1 Teorema(tiesioginé). Jei P yra plokstuma erdvéje, tai egzistuoja tokie
skai¢iai a,b,c,d , kad a® +b* + ¢ # 0, kad lygybé ax + by +cz +d = 0 yra P
lygtis.

11.2 Teorema(atvirkstiné). Jei a,b,c,d yra tokie skaitiai, kad a®+b*+c? #
0, tai egzistuoja plokstuma P, kurios lygtis yra ax + by + cz + d = 0.

11.1 teoremos jrodymas. Tegu Ay (zo; Yo.20) — plokstumos P taskas, on = (a; b; ¢)
- vektorius, statmenas plokstumai P. Cia a? +b* + ¢ # 0, nes vektorius n # o. Jei
A(x,y, z) — bet kuris plokstumos P taskas, tai vektoriai _m: (x — T3y — Yo; 2 — 20)
ir n yra statmeni, todél

—
arba visi plokstumos P taskai ir tik jie tenkina lygtj:

a(x —x0) +b(y —yo) +c(z—2)=0.
axr + by + cz + (—axg — byg — ¢z9) = 0

Gavome, kad plokstumos P lygtis yra
ar +by+cz+d=0,

¢ia d = —axg — byy — czp.
Irodyta. |

11.2 teoremos jrodymas. Jei a? + b? + ¢® # 0, tai sakykime a # 0. Tada
(z1;91521) = (=4;0;0) , (22,92, 22) = (=% — 2;1;0) , (23,3, 23) = (=2 — £;0;1)
yra trys skirtingi lygties ax + by + cz + d = 0 sprendiniai:

a$1+by1+021+d:0
a:c2+by2+622+d:0
ax3+by3+023+d:0.



Antraja ir treciaja lygtis atéme i§ pirmosios turésime:

a(re—x1)+b(ya —1n)+c(za—2) =0
a(xs —x1) +b(ys —y1) +c(z3 —21) = 0.

Jei Ay (1,11, 21) , Az (22, Yo, 22) , A3 (73, Y3, 23) yra taskai, tai gavome, kad vek-
torius n = (a, b, ¢) yra stamenas vektoriams AyA; irAzA; :

—
n-AxA; =0
n- A3A1 =0.

Taip pat turime, kad tagkai A, Ay, A3 néra vienoje tieséje. Todél jie visi yra
vienoje plokstumoje P, kurioje su bet kuriuo tasku A (z;y; z) vektorius AA; yra
. % . —> . . . . .o
vektoriy AsA; irAszA; tieisné kombinacija:

AA1 = A2A1 + 6 A3A1 .
—
Tada vektorius n = (a, b, ¢) yra stamenas vektoriui AA; :
—_—
n- AA1 =0

arba

a(r—z1)+b(y—w)+c(z—2z)=0
ir

ar+by+cz+d=0

su visais plokstumos P taskais (z;y; z) .
Irodyta. ]

11.3 Apibrézimas. Lygtis ax+by+cz+d = 0 vadinama bendrgja plokstumos
P lygtima.

Tegu plokstumos P bendroji lygtis yra ax + by + cy + d = 0. Nagrinéjant jos
padétj koordinatiny asiy atzvilgiu, galimi Sie atvejai.

1)a=b=0.

Vektorius n = (0; 0; ¢) lygiagretus Oz asiai. Plokstuma P lygiagreti xy ploks-
tumai.



2)b=c=0.

Vektorius n = (a; 0; 0) lygiagretus Ox asiai.
tumai.

3)a=c=0.

Vektorius n = (0; b; 0) lygiagretus Oy asiai.
tumai.

4) a=0,b#0,c#0.

Vektorius n = (0;b; ¢) statmenas Ox asiai:
Ox asiai.

5)a#0,b=0,c#0.

Vektorius n = (a;0; ¢) statmenas Oy asiai:
Oy asiai.

6) a#0,b0#0,c=0.

Vektorius n = (a; b;0) statmenas Oz asiai:
Oz asiai.

7)d=0.

Plokstuma P eina per taska (0;0;0).

8) a0,b#0,c#0,d#0.

Plokstuma P lygiagreti yz ploks-

Plokstuma P lygiagreti xz ploks-

n-i=0. Plokstuma P lygiagreti

n-j =0. Plokstuma P lygiagreti

n - k =0. Plokstuma P lygiagreti

Padalije plokstumos P lygti ax + by + cy + d = 0 i§ —d ir pazyméje

kurig vadina a$ine plokstumos lygtimi. Plokstuma P koordinatines aSis kerta
taskuose: Oz agj taske (a,0,0), Oy agj taske (0,3,0), Oz asj taske (0,0,7).

Rasime tasko atstumg iki duotos plokstumos.

11.4 Teorema. Tasko Ay (xo; yo; 20) atstumas D iki plokstumos P : ax + by +

cz+d =0, yra lygus

D

. |CL130 + byo + czo + d|

Va2 + b2+ 2



Irodymas. Tegu B (x1;1; 21) bet kuris plokstumos P taskas, o plokstumos
normalés vektoriaus n = (a; b; ¢) pradzia yra taske B. Tada atstumas D yra lygus

. % . .o . . . . .
vektoriaus BA projekcijos vektoriuje n ilgiui:

—
‘BAO : n‘
D = ‘ projnBAOH =
]|
Turime
—_—
BA, = (370 — T1,Y% — Y1,20 — 21)
e —
BAg-n=a(ro—x1)+b(yo— 1)+ c(z0—2)
n—VZT T e
Tada

la(zo — 1) +b(yo — y1) + ¢ (20 —21)|'

Va2 + b2+ 2

Taskas B yra plokstumos P taskas, todél jo koordinatés tenkina plokstumos
P lygti:

D=

a$1+by1+021+d:0
ir
d = —axy — by, — cz1.

I8 ¢ia gauname reikiamg D iSraiska.
Irodyta. ]

Aptarsime dviejy ir trijy plokstumy padétj erdvéje.

11.5 Teorema (dviejy plokstumy padétis erdvéje). Tegu plokstumy P,
ir Py lygtys yra:

P12a1$+b1y+012+d120
Py: asx 4 boy + coz + do= 0.

1) Plokstumos Py ir Ps lygiagrecios tada ir tik tada, kai

4



ap b o

ay by ¢

2) Plokstumos Py ir P, statmenos tada ir tik tada, kai
a1a2—|—blbg+clcgz 0.

3) Kampo tarp plostumy ¢ kosinusas yra lygus:
ajas + blbz + c1c9
N R N R e

Irodymas. Vektoriai ny=(aq,b1,¢1) ir ng = (ag, by, ¢3) yra normalés vektoriai
plokstumoms P, ir P, atitinkamai. Tada
1)P1 ||P2<:)n1 ||n2<:,>ﬂ:ﬁzc—l
a2 by Ca
2) Pl1lP<—mn J_ng<:>n1-n2:0(:>a1a2—|—b1b2+010220.
3) Kampas ¢ yra kampas tarp normalés vektoriy n; ir ny. Todél

Cos =

n;-1no . ajas + ble + c1co
[ lnall \/a? + 07 + /a3 + 03 +

cos =

Irodyta. ]

11.6 Teorema (trijy plokstumy padétis erdvéje). Tegu plokstumy Py, Ps
wr Py lygtys yra:
Pl . G1$+b1y+012+d1 =0
P2:a2x+b2y+cgz+d2 =0
P3:a3x+b3y+c3z—|—d3:0.
ap by o
1) Plokstumos Py, Py ir P3 kertasi viename taske <= | as by co | #£0.
as b3 C3
ar by o

2) Plokstumos Py, Py ir P3 yra lygiagrecios vienai tiesei <= | as by o | =
az by c3

Irodymas. Vektoriai ny=(ay,b1,¢1), ng = (ag,be, c) ir ng = (ag, bs, c3) yra
normalés vektoriai plok§tumoms P, P, ir P atitinkamai. Tada

1)



Plokstumos P, P, ir P kertasi viename taske <=
vektoriai ny, ny ir n3 néra lygiagretus vienai plokstumai (jei buty lygiagretus
vienai plok$tumai, tai plokstumos kirsdamosi taske, kirstysi ir tiese) <=
vektoriai ni, ny ir ng yra nekomplanaris<—=-
n; - (ny X n3) # 0 <

a by
Q9 b2 Co # 0.
az by c3

2)

Plokstumos P;, P, ir P yra lygiagrecios vienai tiesei <=
vektoriai n, ny ir ng lygiagretis vienai plokstumai<—>
vektoriai ny, ny ir n3 yra komplanarus<=- n; - (ny X n3) = 0 <=

aq bl C1
Q9 b2 Cy | = 0.
as bg C3

Irodyta. ]

Galima viena i$ astuoniy trijy plokstumy Py, P, ir P; padécdiy erdvéje.
Jas aprasysime tiesiniy lyg¢iy sistemos

amx+by+ciz+di =0
o + bayy + oz +dy =0
azr + by + c3z +d3 =0

sprendiniais.

Pazymeékime sistemos matricg A, o sistemos ispléstine matrica B. Tada:

rankA = 1, rankB = 2

1) sistema nesuderinta = Plokstumos Py, P ir P3 yra lygiagrecios< ny, ny, ng
- kolinearts ir

a _ b _a _yd
a2_b2_02%d2

a b __a g d
as_bs_cs#ds

az _ by _ c2 £ dy
a2_b2_027éd2

2) sistema nesuderinta = dvi plok§tumos sutampa ir lygiagrecios treciajai<
n;, Ny, n3 - kolinearas ir



a1 b

az by e da
a _ b _a £ d
a3_b3_03§£d3

rankA = 2, rankB = 3
3) sistema nesuderinta = dvi plokstumos lygiagrecios viena kitai ir nelygia-
grecios treciai< ny, ny - kolinearts, n3 nekolinearus ir

a b —a £ d
az 2 c2 d2

4) sistema nesuderinta = dvi plokstumos kertasi teise, lygiagrecia treciajai

plokstumai< nj, ny, ng - komplanaris ir poromis nekolinearuis

rankA = 3
5) sistema suderinta = plokstumos kertasi viename taske< nj, ny, n3 -nekomplanarus

rankA =rankB =1
6) sistema suderinta = visos plokstumos sutampa< nj, ny, n3 - kolinearts ir

a b __a __d
az ~ b2 T 2 do
a _ b _a _d
a3 = b3 ez d3

rankA =rankB = 2
7) sistema suderinta = dvi plokstumos sutampa ir nelygiagrecios treciagjai<
ny, n, - kolineartis, nsg nekolinearus ir

ar
a2

1L
Cc2

gl

8) sistema suderinta = dvi plokstumos kertasi teise, esancia trecioje plokstumo-
je< nj, ny, ny - komplanarts ir poromis nekolinearts.



