Tiesine algebra ir geometrija bioinformatikams. Paskaity konspektas.
Rimantas Grigutis

10 paskaita. Euklido erdveé

10.1 Apibrézimas. Vektoriné erdvé E virs R vadinama Euklido erdve, jeigu
joje apibrézta skaliariné sandauga, t.y. tokia funkcija, kuri vektoriy porai u,v €
E priskiria realyjj skaiciy (u,v) ir tenkina aksiomas:

S1) (u,v) = (v,u) su visais u,v € E;

) (u1+u27 v) = (uy,v) + (ug,v) su visais u,u,, v € F;
S3) (au,v) = a(u,v) su visais u,v € E ir a € R;
) (u,

S4 u) >0 suwvisais u € E ir (u,u) =0 < u=o.
10.2 Apibrézimai. Neneigiamas skaicius ||v|| = 1/ (v, V) vadinamas.vektoriaus
v ilgiu, o skaicius d (u,v) = |ju — v|| vadinamas atstumu tarp vektoriy u ir v .

10 3 Teiginys. Teisingos 3ios savybés:
N1) [[vl| > 0t v] =0 v —o.
N2) ||lav|| = |a| - ||v|| su visais v € E ir a € R.
N3) [[u+v| < ||lul| + [|v] su visais u,v € E.
A1) d (u, )201rd(u,v)—0<:>u—v.
A2) d(u,v) =d(v,u).
A3) d (u, v) <d(u,w)+d(w,Vv) - trikampio nelygybé
Irodymas. Savybés N1, N2,A1 ir A2 yra tiesioginés S1-S4 isvados. Savybeés
N3ir A3 jrodymas remiasi Cauchy-Schwarzo-Buniakovskio nelygybe, kurig jrodysime

zemiau.

10.4 Teorema( Cauchy-Schwarzo-Buniakovskio nelygybé). Fuklido
erdvéje E su visais u,v € E teisinga nelygybé

|(w, v)| < [[al| - [}v]].
Irodymas. Nagrinékime kvadratine funkcija, f (¢):
f@#)=(u+tv,u+tv) = (u,u)+2t(u,v) +t2(v,v).
I5 10.1 apibrézimo turime, kad f (t) > 0 su visomis ¢ reik§mémis, todél

D=—4(v,v)-(q,u) +4(u,v)> <0 = (u,v)’ < (u,u) (v,v)



ir
(u,v) < [Jul] - [Jv].
Pastebésime, kad
f(t)=0<%< (u+tv,u+tv) =0 < uir v yra tiesiskai priklausome sistema.

Irodyta.

10.5 Pavyzdys. Aritmetinéje erdvéje R™ skaliariné sandauga apibréziama
lygybe:

((al, ...,an) s (bh ceey bn)) = a1b1 + -+ anbn.

Tada Cauchy-Schwarz-Buniakovskio nelygybe sioje erdvéje yra

larby + - 4 anby| < a3+ +a2 /b3 4+ B2

10.6 Apibrézimas. Kampas tarp nenuliniy vektoriy u ir v apibréziamas ly-
gybe:

cos (T V) = _(wyv)
[[all - [lv]]

10.7 Apibrézimai. 1.Nenuliniai vektoriai w ir v vadinami ortogonaliais,
jeigu (u,v) = 0.

2. Vektorius u vadinamas normuotu, jeigu ||u| = 1.

3. FEuklido erdvés bazé v, vs, ..., v, vadinama ortogonalia, jeigu $ie vektoriai
yra poromis ortogonalus, t.y. (v;,v;) =0, kai 1 < i # j < n, ir ortonormuota,
jeigu beto vektoriai yra normuoti, t.y. ||v;|| =1 su visais 1.

10.8 Teiginys. Jeigu nenuliniy vektoriy sistemos vi,Va, ..., V,, vektoriai yra
poromis ortogonalus ( vektoriy sistema yra ortogonali), tai §i sistema yra tiesiskai
nepriklausoma.

Irodymas. Tegu vy, ...,v,, yra ortogonali vektoriy sistema. Nagrinékime
lygybe



a1vy + -+ amy,Vy, = 0.
Tada
(a1vi+ -+ anVm,€) = a1 (vi, V) + -+ a; (Vi, Vi) + - 4y (Vin, Vi) =
a; (vi,vi) =0

ira; =0suvisais 1 =1, ..., m.
Irodyta.

n
Tegu vy, ...,v,, — ortogonalioji Euklido erdvés bazé, o v = E a;v; ir u =

=1
ijvj . Turime
j=1
(u, V) = (i a;Vvj, i ijj> = i CLibj (Vi, Vj) = i aibi (Vi, Vi) .
=1 j=1 3,5=1 =1

Jeigu , beto, vy, ..., v,;;,— ortonormuota Fukido erdvés baze, tai

(u, V) = zn: (Zlbz
i=1

Ar visada Euklido erdvéje egzistuoja ortogonali ir ortonormuota bazé 7 | §j
klausima teigiamai atsako

10.8 Teorema( J.P.Gram - E.Schmidt ortogonalizacijos procesas).
Euklido erdvés E kiekvienai tiesiskai nepriklausomas sistemai uy, Uy, ..., u,, €gzis-
tuoja veinareiksmiskai apibrézta tokia vektoriy sistema vy, ..., Vv, kad

1) vektoriai vy, ..., vy, poromis ortogonalus( t.y. sistema yra ortogonali);

2) vi—u; € [ul, ...,ui_l} su visais 2 < i < m.

Irodymas. Indukcija pagal m. Kai m = 1, tai v; = u; ir teiginys jrodytas.
Irodysime indukcinj teigini m — 1 = m. Pagal indukcijos prielaida, vektoriy
uy, ..., u,, ; sistemai egzistuoja tokia ortogonali vektoriy vy, ..., v, sistema, kad
vV,— ;€ [ul, -~-711¢—1] su visats 2 < i < m — 1. Pastebésime, kad [ul, ...,um_l] =
[Vi,..; V1], mes suvisais j = 1,2, ..., m—1 vektoriai v;= w;+ (v;—w;) € [uy,...,u,,_]
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ir beto sistema vy, ..., v,,,_; yra tiesiskai nepriklausoma ir todeél sudaro [ul, - um_l]
baze. leskomas vektorius v, turi tenkinti Sias savybes:

1) (Vin,vy) == (Vin, Vpp_y) =0

2) Vin—Uy, € [y, .ouy, ] = [vi,., v, 4]

Taigi, vektorius v, turety buti lygus v,,= u,, + \ivi+ -+ A\im1vim—1. Tada

0=(Vi,vy) = (W + Mv1+ -+ A1 Vin—1, vVy) =
(umavl)

lval®
0= (Vin, Vip1) = (Won + Avi + -+ A1 Vi1, Vi g ) =
(W, Viy)

Vi1 l”

(um7vl) + >\1 (Vl,Vl) = )\1 = —

(umavmfl) + A1 (mebvmfl) = A1 = —

Gavome

- —(um’v21) (U — —(um,vm_;) V1.
al

Vi = Uy,

Irodyta.

10.9 Isvada. I8 Gramo-Schmidto ortogonalizacijos proceso turime, kad bet
kurioje Euklido erdvéje egzistuoja ortogonali bazé, o jeigu jos vektorius dar ir
normuoti, tai ir ortonormuota baze.

10.10 Apibrézimas. Jeigu U yra Fuklido erdvés E poerduis, tai aibé

Ut={veFE:(v,u) suvisaisue U}

vadinama poerdvio U ortogonaliuoju papildiniu.

10.11 Teiginys. Svarbiausios ortogonalaus papildinio savybés yra §ios:

1. Ut yra E poerdvis.

2. Jeigu uy,...,u,, yra U bazé, tai Ut = {v € E|(v,u;) =0,i =1,...,m} .
3. UNnU+ =0.

4. dim U+ = dim £ — dim U.

5. E=U® U

6. (UL =U.



Taikymai.
1. Ortogonalusis papildinys ir tiesiniy lygciy sistema.

Teiginys. Tegu V' yra Euklido erdvés R"™ poerdvis, generuotas eilutémis v; =

(@115 ey Q1) 5 ooy U = (Qum1y oeey Q) It © = (21, ..., 2,) € R™. Tada $ios salygos
yra ekvivalentigkos:
HoveVth

2) (v,v;) =0 su visais i = 1, ..., m.
3) (x1,...,x,) yra tiesinés lygéiy sistemos

a;nry + -+ amTy, = 0
11+ -+ Qpp Ty = 0
sprendinys, t.y. V* yra &ios sistemos sprendiniy aibeé.

2. Tiesiniy lygé€iy sistemos maziausiy kvadraty sprendinys.

Tegu Av = b yra tiesiniy lyg¢iy sistema, kurios matricoje A yra m eiluciy
ir n stulpeliy, ir ji neturi sprendiniy. Su kiekvienu v € R,, vektorius b — Av
vadinamas nesuderamumo vektoriumi. Sistemos maziausiy kvadraty spren-
diniu vadiname tokj vektoriy vy, kad vektoriaus b — Avy ilgis yra maziausias, t.y.
|b — Avg|| = qflelfi{n |b — Av|| . Parodysime, kaip rasti §j sprendinj.

Tegu v = (1, ...,xn)T ir Av = 2101 + -+ - 1p0,, Gla cq, ..., ¢, yra matricos A
stulpeliai. Aigku, kad vektoriy aibé V' = {Av|v € R} C R,,, yra poerdvis lygus
matricos A stulpeliy cq, ..., ¢, tiesiniam apvalkalui [cq, ..., ¢,] . Vektoriaus u ats-
tumu iki poerdvio V' vadinamas glel\r/l |lu—w|. Teguu=x+y,ciazeV,ye V™,

Tada Ju —w|® = (z —w+y,z—w+y) = (x—w,z—w) + (y,y), nes x — w
ir y yra ortogonalus. Aigku, kad minimumas pasiekiamas, kai x = w ir lygus
(y,9) = |ly|” . Gavome, kad vektoriaus u atstumas iki poerdvio V yra lygus vek-
toriaus u ortogonalios sudaromosios y ilgiui ir realizuojamas, kai w yra vektoriaus
u ortogonalioji projekcija x.

Taigi vektorius v turi buti toks, kad Av buty vektoriaus b ortogonalioji projek-
cija poerdvyje V = {Av|v € R, } . Vektoriui v surasti naudosime tokia procedura:

1) Raskime ortonormuota matricos A stulpeliy ¢y, ..., ¢, tiesinio apvalkalo V' =
[c1, ..., ¢] baze.

2) Raskime vektoriaus b projekcija p poerdvyje V.



3) Isreikskite vektoriy p stulpeliy ¢y, ..., ¢, tiesine kombinacija: p = x1¢; +
o XpCy. Tada v = (24, ..., xn)T ir yra ieskomas vektorius.

Parodysime, kaip kitaip galima rasti maziausiy kvadraty sprendinj. Pastebésime,
kad v yra maziausiy kvadraty sprendinys sistemai Av = b tada ir tik tada, kada
Av—b ortogonalus V' = [¢q, ..., ¢,] — matricos A stulpeliy tiesiniam apvalkalui. Bet
vektorius z € R™ yra ortogonalus V' tada ir tik tada, kada jis yra sistemos ATz = 0
sprendinys, ¢ia A7 — transponuota A matrica. Taigi, v yra maziausiy kvadraty
sprendinys sistemai Av = b tada ir tik tada, kada v yra sistemos AT (Av —b) =0
sprendinys, t.y.

AT Av = ATh.

Gavome, kad sistemos Av = b maziausiy kvadraty sprendinys yra sistemos
AT Av = ATbh sprendinys.

3. Gramo matrica.

10.12 Apibrézimas. Tegu vy, ...,v, yra Fuklido erdvés E wvektoriy sistema.

Matrica
U1 (vi,v1) (v1,v2) -+ (v1,0n)
Gloron) = 02 (V1,09 0,) | = (2, v1) (v, 02) o+ (v2,0n)
Un, (Un,v1)  (Vp,v2) -+ (Vp,Un)

vadinama sistemos vy, ...,v,, Gramo matrica.

10.13 Pastabos.1. Vektoriy sistema vy, ..., v, yra tiesiskai nepriklausoma tata
ir tik tada, kada sistemos Gramo matrica Gy, ... .,) neissigimusi, t.y. det Gy, v,) #
0.

2. I8 apibrézimo turime, kad bazé vy, ..., v, yra ortonormuota tada ir tik tada,
kada bazés vy, ..., v, Gramo matrica yra vienetine.

Tegu vy, ..., v, yra Euklido erdvés F bazé ir u,v— du F vektoriai:

T
a1 a1 by

uw=(vy,.,vn) [ - | =1 - (U1, s vp) " i v = (V1 .y 0)
(079 (07% bn



Tada skaliariné sandauga

aq bl
(u,v) = (U1, oy n) " (V1 oy on) |- =
Ap bn
U1 bl
(ala 7an) ) (Ula 7vn) T =
U by
U1 bl bl
(a1, ..., a,) e (v, ) | = (s an) Gy,
Un by, by,

Gramo matricos geometriné prasme.

10.14 Apibrézimai
1. Tegu uq, ..., u,, yra Euklido erdvés E vektoriai. Aibé

P(uy,..o,t) = {arus + - apup|0 <a; < 1,i=1,....,m}

vadinama gretasieniu.

2. Gretasienio P (uq, ..., Uy,) turis Vi, (uq, ..., uy) yra apibréziamas induktyviai:

1) Vi (u1) = [Jua[;

2) Vi (U1, s tty) = Vg (U, ooy 1) - h, ¢la h— aukstiné, kuri yra lygi
h = ||v||, o vektorius v apibréziamas lygybémis: (v,uy) = -+ = (V,Up_1) = 0
i Uy — U € (U, ey Upp—1] -

Parodysime, kad aukstiné h apibrésta korektiskai. Tegu v, vektorius, tenk-
inantis salygas: (vi,u1) = -+ = (U1, Upm_1) I Uy, — V1 € [Ug, ..., Up_1]. Tada

v =01 = (Up, — V1) + (U, — V) € [Ug, .oy Upm—1], LY.

V— U1 = a1l + -+ Gp_1Um—1,
(v—vi,u1) ="+ =(V—V1,Up_1) =0

ir(v—uv,au + -+ ap1Um_1) =0= (v —v1,v —v;) S vV ="1.

10.15 Teorema. (V,, (u1, ..., un))> = det Gluy,um)-



Irodymas. Indukcija pagal m.

Kai m = 1, tai (Vi (u1))” = [[wa]|* = (ur, ur) = det ((ur,un)).
Irodysime indukcinj teiginj (m — 1 = m).

Tegu v yra aukstinés vektorius. Tada

Uy = a1UL + -+ Q1 Up—1 + U,

(v,u1) =+ = (V,Upm—1) = 0.
Tada
det G(uh...,um) =
(ur,ur) - (U, um—1) (w1, 011 + -+ + A1 Up—1 + V)
det (ug,ur) -+ (U2, Um—1) (u2,a1u1 + -+ + Qp_1Upm_1 + V)
(Umsur) = (U Ure1) (U, Q10U + -+ F Q1 U1 + V)

Atimkime i§ paskutiniojo stulpelio pirmajj stulpelj padaugintg i§ a;, antrajj

stulpelj padauginta i as, ..., m-1 -ajj stulpelj padaugintg i$ a,,_;. Turésime
(Ul, U1> tee ('LLl, umfl) (Ul, U)
det G( ) _ det (Ug, U1> Tt (UQ, um—l) (UQJ U) —
ul’.”’Um DY .« .. .« .. DY
(umaul) e (umaum—l> (Um,'U)
(ulv U1) e (Ub umfl) 0
det (U2’ U1) T (U2> umfl) 0 _
(um7u1) e (umaum—l) (urmv)

det Gluy,.um_1) * (Um, V) =
(mel (u17 D) u72n71))2 ’ (al (ulav) et amflgumflav) + (U, U)) = 9
(mel ('LLl, e Um,1)> : (Ua U) = (vm,1 (ula --~7um71)) : h2 = (vm (Ul, ,Um)) .

Irodyta.



