
Algebra ir geometrija informatikams. Paskaitu¾konspektas.
Rimantas Grigutis

10 paskaita. Vektoriai erdv·eje. Vektoriu¾ vektorin·e sandauga, savyb·es. Triju¾
vektoriu¾mi�rioji sandauga, savyb·es. Vektoriaus koordinat·es baz·es atµzvilgiu.

10.1 Apibr·eµzimas. Vektoriu¾erdv·eje u ir v skaliarin·e sandauga yra skaiµcius
u � v apibr·eµztas formule

u � v = kuk � kvk cos';

µcia kuk ir kvk vektoriu¾u ir v ilgiai, o ' kampas tarp vektoriu¾.
Pasteb·ekime, kad skaiµcius kvk cos' yra vektoriaus v projekcijos i¾ vektoriu¾u

ilgis, o pati projekcija yra vektorius projuv =
u � v
kuk

u

kuk =
u � v
kuk2

u :

φ

v

u

projuv

Analogi�kai projvu =
u � v
kvk2

v:

Tegu i; j;k� vienetiniai vektoriai Dekarto koordinatin·ese a�yse Ox;Oy;Oz:
Tada vektoriaus u Dekarto koordinat·emis vadiname skaiµcius:

kprojiuk= u � i =u1;projju= u � j =u2;
kprojkuk= u � k =u3

Tada pati¾vektoriu¾u galima uµzra�yti taip:



u =u1i+ u2j+ u3k:

Taigi turime

u1 = kuk cos'1; u2 = kuk cos'2; u3 = kuk cos'3;

µcia '1; '2; '3 yra vektoriaus u kampai su koordinaµciu¾a�iu¾Ox;Oy;Oz teigiamo-
mis kryptimis. Beto,

u � u = kuk � kuk cos 0
u21 + u

2
2 + u

2
3 = kuk

2

(kuk cos'1)
2 + (kuk cos'2)

2 + (kuk cos'3)
2 = kuk2

kuk2 (cos2 '1 + cos2 '2 + cos2 '3) = kuk
2

cos2 '1 + cos
2 '2 + cos

2 '3 = 1:

Vektoriu¾vektorin·e sandauga, savyb·es.

Taikant vektorius geometrijoje, �zikoje ir kitur daµznai tenka nagrin·eti vekto-
rius statmenus duotiems dviems vektoriams. Mes parodysime kaip galima būtu¾
apibr·eµzti toki¾vektoriu¾.

10.2 Apibr·eµzimas. Tegu u = (u1; u2; u3) ir v = (v1; v2; v3) yra vektoriai
3-mat·eje xyz�erdv·eje: Vektorius

u�v =

������
i j k
u1 u2 u3
v1 v2 v3

������ =
���� u2 u3
v2 v3

���� i� ���� u1 u3
v1 v3

���� j+ ���� u1 u2
v1 v2

����k
vadinamas vektoriu¾u ir v vektorine sandauga.

10.3 Pastaba. Vektoriaus u� v koordinat·es yra:

u� v =����� u2 u3
v2 v3

���� ;� ���� u1 u3
v1 v3

���� ; ���� u1 u2
v1 v2

����� =
(u2v3 � u3v2; u3v1 � u1v3; u1v2 � u2v1)
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Pasteb·ekime, kad vektoriaus skaliarin·e sandauga yra skaiµcius, o vektorin·e san-
dauga - vektorius. Parodysime �iu¾sandaugu¾tarpusavio ry�i¾.

10.4 Teorema. Tegu u = (u1; u2; u3), v = (v1; v2; v3) ; w =(w1; w2; w3) yra
vektoriai 3-mat·eje xyz�erdv·eje. Tada

1) u� (u� v) = 0 (u� vortogonalus u)
2) v� (u� v) = 0 (u� vortogonalus v)
3) ku� vk2 = kuk2 kvk2 � (u � v)2 (Lagrange lygyb·e)
4) u� (v �w) = (u �w)v� (u � v)w
5) ( u� v)�w = (u �w)v� (v �w)u
I¾rodymas paliekamas skaitytojui.

Pateiksime pagrindines vektorin·es sandaugos savybes.

10.5 Teorema. Tegu u = (u1; u2; u3), v = (v1; v2; v3) ; w =(w1; w2; w3) yra
vektoriai 3-mat·eje xyz�erdv·eje. Tada
1) u� v = � (v � u)
2) u� (v +w) = (u� v) + (u�w)
3) (u+ v)�w =(u�w) + (v �w)
4) k (u� v) = (ku)� v = u� (kv)
5) u� 0 = 0� u = 0
6) u� u = 0:

I¾rodymas paliekamas skaitytojui.

10.6 I�vada.A�iniu¾vektoriu¾ i; j;k vektorin·es sandaugos lentel·e:

i� i = 0 i� j = k i� k = �j
j� i = �k j� j = 0 j� k = i
k� i = j k� j = �i k� k = 0

:

10.7 Teorema ( geometrin·e vektorin·es sandaugos prasm·e).
1) Vektoriu¾ u ir v vektorin·es sandaugos ilgis yra lygus lygiagretainio, kurio

kra�tin·es yra u ir v; plotui:

ku� vk= kuk kvk sin';

µcia '� kampas tarp u ir v:
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2) Vektoriu¾ u ir v vektorin·e sandauga yra vektorius statmenas plok�tumai,
kurioje yra vektoriai u ir v; ir nukreiptas taip, kad, µziūrint i� jo galo, sukant
vektoriu¾u vektoriaus v link maµziausiu kampu, sukama bus prie�laikrodµzio rodykl ¾e.

v

u

u×v

φ

I¾rodymas. Pasinaudokite Lagrange lygybe.

10.8 Apibr·eµzimas. Tegu u, v; w yra vektoriai 3-mat·eje xyz�erdv·eje. Tada
skaiµciu¾

u� (v �w)

vadina triju¾vektoriu¾u, v; w mi�ri ¾aja sandauga ir kartais µzymi (u;v;w) :

Tegu u = (u1; u2; u3), v = (v1; v2; v3) ; w =(w1; w2; w3) yra vektoriai 3-mat·eje
xyz�erdv·eje. Tada teisinga

u� (v �w) = u�
����� v2 v3
w2 w3

���� i� ���� v1 v3
w1 w3

���� j+ ���� v1 v2
w1 w2

����k�
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u� (v �w) =
���� v2 v3
w2 w3

����u1 � ���� v1 v3
w1 w3

����u2 + ���� v1 v2
w1 w2

����u3
u� (v �w) =

������
u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

������ :
10.9 Teorema ( mi�riosios sandaugos savyb·es ir geometrin·e prasm·e).
1) u� (v �w) = w� (u� v) = v� (w � u) :
2) Vektoru¾u;v;w mi�riosios sandaugos absoliuti reik�m·e ju� (v �w)j yra lygi

gretasienio, kurio kra�tin·emis yra vektoriai u;v;w; tūriui.
3) u� (v �w) = 0 tada ir tik tada, kai vektoriai u;v;w yra komplanarūs ( yra

vienoje plok�tumoje).
4) Piramid·es, kurios briaunomis yra vektoriai u;v;w; tūris yra 1

6
ju� (v �w)j :

10.10 Apibr·eµzimas Tris nenuliniai nekomplanarūs vektoriai e1; e2; e3 ( e1 �
(e2 � e3) 6= 0) vadinami erdv·es baze.

10.11 Teorema. Bet kuris vektorius u vienareik�mi�kai rei�kiamas baze
e1; e2; e3:

u= �1e1+�2e2+�3e3:

Skaiµciai �1; �2; �3 vadinami vektoriaus u koordinat·emis baz·eje e1; e2; e3:

I¾rodymas.Vienatinumas.
Tegu turime dar vien ¾a vektoriaus u rei�kim ¾a baze e1; e2; e3 :

u =�01e1 + �
0
2e2 + �

0
3e3:

Turime

(�1 � �01) e1 + (�2 � �02) e2 + (�3 � �03) e3 = 0:

Padauginkime �i ¾a lygyb¾e skaliari�kai i�vektoriaus e2 � e3 :

(�1 � �01) (e1 � (e2 � e3)) = 0:

Turime e1 � (e2 � e3) 6= 0; tod·el �1��01 = 0 ir �1 = �01: Analogi�kai parodoma,
kad �2 = �

0
2 ir �3 = �

0
3:

Egzistavimas. Tegu vektorius u = (u1; u2; u3) i�reik�tas baze
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e1 = (a11; a12; a13) ; e2 = (a21; a22; a23) ; e3 = (a31; a32; a33) :
u= �1e1+�2e2+�3e3

(u1; u2; u3) = �1 (a11; a12; a13)+�2 (a21; a22; a23)+�3 (a31; a32; a33)

Tada 8<:
�1a11 + �2a21 + �3a31 = u1
�1a12 + �2a22 + �3a32 = u2
�1a13 + �2a23 + �3a33 = u3

:

�ios sistemos matrica A =

0@ a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33

1A nei�sigimusi, nes

detA = detAT = (e1; e2; e3) 6= 0:

Tod·el �1; �2; �3 galima surasti Cramerio formul·emis:

�1 =

det

0@ u1 a21 a31
u2 a22 a32
u3 a23 a33

1A
det

0@ a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33

1A =
(u; e2; e3)

(e1; e2; e3)

�2 =

det

0@ a11 u1 a31
a12 u2 a32
a13 u3 a33

1A
det

0@ a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33

1A =
(e1;u; e3)

(e1; e2; e3)

�3 =

det

0@ a11 a21 u1
a12 a22 u2
a13 a23 u3

1A
det

0@ a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33

1A =
(e1; e2;u)

(e1; e2; e3)
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Gavome, kad

u =
(u; e2; e3)

(e1; e2; e3)
e1 +

(e1;u; e3)

(e1; e2; e3)
e2 +

(e1; e2;u)

(e1; e2; e3)
e3:

I¾rodyta.
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