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9 paskaita. Poerdviai. Veiksmai su poerdviais.

9.1 Apibr·eµzimas. Vektorin·es erdv·es V vir� kūno K netu�µcias poaibis U
vadinamas poerdviu, jeigu
1) u1 + u2 2 U su visais u1;u2 2 U ;
2) au 2 U su visais a 2 K ir u 2 U:

Vektorin·es erdv·es V poerdvis U irgi yra vektorin·e erdv·e vir�K.

9.2 Positive Examples.
1. The whole space Rn is a subspace of itself. And the set consisting of one

vector, o, is a subspace of any space.
2. In R2, consider the set W of all vectors which are parallel to a given line

L. It is clear that the sum of two vectors which are parallel to L is itself parallel
to L, and a scalar multiple of a vector which is parallel to L is itself parallel to L.
Thus W is a subspace.
3. A similar argument shows that in R3, the set W of all vectors which are

parallel to a given plane (line) is a subspace.

9.3 Negative Example.
In R2, the set of all vectors which are parallel to one of two �xed non-parallel

lines, is not a subspace. Indeed, if we take a non-zero vector parallel to one of the
lines and add a non-zero vector parallel to another line, we get a vector which is
parallel to neither of these lines.

Svarbiu vektorinio poerdvio pavyzdµziu yra homogenin·es tiesiniu¾ lygµciu¾ siste-
mos sprendiniu¾aib·e.

9.4 Teorema. Homogenin·es tiesiniu¾ lygµciu¾ sistemos8<:
a11x1 + � � �+ a1nxn = 0

� � �
am1x1 + � � �+ amnxn = 0

arba AX = O (1)

sprendiniu¾ aib·e yra stulpeliu¾ aritmetin·es erdv·es Kn poerdvis, kurio dimensija
lygi n�rankA:

I¾rodymas. Homogenin¾e tiesiniu¾ lygµciu¾sistem ¾a (1) uµzra�ykime taip



x1u1 + � � �+ xnun = o

(u1; :::;un)

0@ x1
� � �
xn

1A = o

µcia u1; :::;un� matricos A stulpeliai.

Tegu u =

0@ �1
� � �
�n

1A ir v =

0@ �1
� � �
�n

1A� sistemos (1) sprendiniai, t.y.
�1u1 + � � �+ �nun � o
�1u1 + � � �+ �nun � o

;

tod·el

(a�1 + b�1)u1 + � � � (a�n + b�n)un � o

ir vektorius au+ bv yra sistemos (1) sprendinys. Gavome, kad sprendiniu¾aib·e
yra stulpeliu¾aritmetin·es erdv·es Kn poerdvis.
Tarp tiesin·es lygµciu¾sistemos (1) matricos A stulpeliu¾yra r = rank A tiesi�kai

neprikausomu¾stulpeliu¾. Tegu tai stulpeliai u1; :::;ur: Tada likusius n�r stulpelius
uµzra�ykime ju¾tiesin·emis kombinacijomis:

ur+1 = br+1;1u1 + � � �+ br+1;rur
� � �

un = bn1u1 + � � �+ bnrur
:

Nesunku matyti, kad tiesi�kai nepriklausomi stulpeliai

zr+1 =

0BBBBBBBB@

br+1;1
� � �
br+1;r
�1
0
� � �
0

1CCCCCCCCA
; :::; zn =

0BBBBBBBB@

bn1
� � �
bnr
0
� � �
0
�1

1CCCCCCCCA
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yra sistemos (1) sprendiniai.

Tegu v0 =

0BBBBBB@

1
� � �

r

r+1
� � �

n

1CCCCCCA� kuris nors sistemos (1) sprendinys. Tada

w = v0 + 
r+1zr+1 + � � �+ 
nzn

irgi yra �ios sistemos sprendinys. Vektoriausw komponent·es, pradedant (r + 1)�
¾aj ¾a, yra lygios 0: Lygiomis nuliui bus ir likusios r komponenµciu¾, nes vektoriu¾ sis-
tema u1; :::; ur� tiesi�kai nepriklausoma.
Taigi,

w = o

ir

v0 = �
r+1zr+1 � � � � � 
nzn ,

t.y. stulpeliai zr+1; :::; zn� tiesi�kai neprikausoma sistema, generuojanti siste-
mos (1) sprendiniu¾poerdvi¾. Ji vadinama sistemos (1) fundamentali ¾aja sprendiniu¾
sistema.
I¾rodyta.

9.5 Pavyzdys. Nagrin·ekime homogenin¾e lygti¾

ax+ by = 0:

�ios homogenin·es lygties sprendiniu¾aib·e yra stulpelio
�
�b
a

�
tiesinis apval-

kalas T =
��

�b
a

��
:Geometri�kai - tai ties·e l dvimat·eje plok�tumoje, einati per

koordinaµciu¾pradµzi ¾a vektoriaus
�
�b
a

�
kryptimi.

Poerdviu¾suma ir sankirta.

9.6 Apibr·eµzimas. Vektorin·es erdv·es V poerdviu¾U ir W suma vadiname V
poerdvi¾
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U +W = fu+wju 2 U;w 2 Wg :

Vektorin·es erdv·es V poerdviu¾U ir W sankirta vadiname V poerdvi¾

U \W = fv 2 V jv 2 U ir v 2 Wg :

9.6 Pastaba. 1) Poerdviu¾suma U +W yra maµziausias V poerdvis, kuriame
yra poerdviai U ir W .
2) Poerviu¾sankirta U \W yra didµziausias V poerdvis, esantis ir poerdvyje U

ir poerdvyje W .

9.7 Teorema( apie poerdviu¾sumos ir sankirtos dimensijas)

dim (U +W ) + dim (U \W ) = dimU + dimW:

I¾rodymas. Tegu dimU +W = r , dimU \W = p, dimU = s ir dimW = t:
ir v1;v2; :::;vp� poerdvio U \W baz·e. Papildykime �i ¾a baz¾e iki poerdviu¾U ir V
baziu¾.:
tegu v1;v2; :::;vp;vp+1; :::;vs� U baz·e, o v1;v2; :::;vp;v0p+1; :::;v0t� V baz·e.
Parodysime, kad vektoriu¾sistema

v1;v2; :::;vp;vp+1; :::;vs;v
0
p+1; :::;v

0
t (2)

yra poerdvio U+W baz·e, t.y.kad �i sistema yra generuojanti ir tiesi�kai neprik-
lausoma sisitema.
Tegu v� bet kuris poerdvio U +W vektorius, t.y. v = u+w , µcia u 2 U;w 2

W: Taigi,

u = a1v1 + � � �+ apvp + ap+1vp+1 + � � �+ asvs

ir

w = b1v1 + � � �+ bpvp + bp+1v0p+1 + � � �+ btv0t .

Turime

v = (a1 + b1)v1 + � � �+ (ap + bp)vp + ap+1vp+1 + � � �+ asvs + bp+1v0p+1 + � � �+ btv0t

ir tod·el vektoriu¾sistema v1;v2; :::;vp;vp+1; :::;vs;v0p+1; :::;v
0
t generuoja U+W:

I¾rodysime �ios sistemos tiesi�k ¾a nepriklausomyb¾e. Tegu
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c1v1 + � � �+ cpvp + cp+1vp+1 + � � �+ csvs + c0p+1v0p+1 + � � �+ c0tv0t = o:

Tada vektorius

z = c1v1 + � � �+ cpvp + cp+1vp+1 + � � �+ csvs
2U

= �c0p+1v0p+1 � � � � � c0tv0t
2W

priklauso U \W ir tod·el

z = a1v1 + � � �+ apvp:

Gavome, kad

a1v1 + � � �+ apvp = �c0p+1v0p+1 � � � � � c0tv0t ,
a1v1 + � � �+ apvp + c0p+1v0p+1 + � � �+ c0tv0t = o

ir

a1 = � � � = ap = c0p+1 = � � � = c0t = 0 ,

nes vektoriai v1;v2; :::;vp;v0p+1; :::;v
0
t� tiesi�kai nepriklausoma sistema( W�

baz·e). Taigi, z = o:
Turime

c1v1 + � � �+ cpvp + cp+1vp+1 + � � �+ csv = o

ir

c1 = � � � = cp = cp+1 = � � � = cs = 0;

nes vektoriai v1;v2; :::;vp;vp+1; :::;vs� tiesi�kai nepriklausoma sistema( U�
baz·e).
I¾rod·eme vektoriu¾sistemos (2) tiesi�k ¾a nepriklausomyb¾e ir tuo paµciu tai, kad ji

yra U +W baz·e. Poerdviu¾U;W ;U + V ir U \W dimensijoms turime lygybes:

dim U + V = s+ t� p = dimU + dimV � dimU \ V:

I¾rodyta.

Paskutinioji teorema formuoja mūsu¾ intuicij ¾a apie poerdviu¾ pad·eti¾ daugia-
mat·ese vektorin·ese erdv·ese.

5



9.8 Pavyzdys.Tegu U irW yra vektorin·es erdv·esR5 poerdviai. �iu¾poerdviu¾
pad·etis pateiksime lentel·eje:

n dim U dim W dim(U \W ) dim(U +W ) poerdviu¾pad·etis
2 1 1 0 2 ties·es kertasi ta�ke
2 1 1 1 1 ties·es sutampa
3 2 2 1 3 plok�tumos kertasi tiese
3 2 2 2 2 plok�tumos sutampa
4 2 2 0 4 plok�tumos kertasi ta�ke
4 2 2 1 3 plok�tumos kertasi tiese
4 2 2 2 2 plok�tumos sutampa
5 3 2 0 5 erdv·e ir plok�tuma kertasi ta�ke
5 3 2 1 4 erdv·e ir plok�tuma kertasi tiese
5 3 2 2 3 plok�tuma yra erdv·eje
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