Tiesine algebra ir geometrija bioinformatikams. Paskaity konspektas.
Rimantas Grigutis

9 paskaita. Poerdviai. Veiksmai su poerdviais.

9.1 Apibrézimas. Vektorinés erdvés V wvirs kuno K netuscias poaibis U
vadinamas poerdviu, jeigu

1) uy +uy € U su visais uy,uy € U;

2) au € U su visais a € K ir u e U.

Vektorinés erdves V' poerdvis U irgi yra vektoriné erdve virs K.

9.2 Positive Examples.

1. The whole space R" is a subspace of itself. And the set consisting of one
vector, 0, is a subspace of any space.

2. In R?, consider the set W of all vectors which are parallel to a given line
L. It is clear that the sum of two vectors which are parallel to L is itself parallel
to L, and a scalar multiple of a vector which is parallel to L is itself parallel to L.
Thus W is a subspace.

3. A similar argument shows that in R?, the set W of all vectors which are
parallel to a given plane (line) is a subspace.

9.3 Negative Example.

In R?, the set of all vectors which are parallel to one of two fixed non-parallel
lines, is not a subspace. Indeed, if we take a non-zero vector parallel to one of the
lines and add a non-zero vector parallel to another line, we get a vector which is
parallel to neither of these lines.

Svarbiu vektorinio poerdvio pavyzdziu yra homogeninés tiesiniy lygciy siste-
mos sprendiniy aibe.

9.4 Teorema. Homogeninés tiesiniy lygciy sistemos
a1x1 + -+ anTy, = 0
arba AX = O (1)

A1 X1 + -+ QT = 0

sprendiniy aibé yra stulpeliy aritmetinés erdvés K,, poerdvis, kurio dimensija
lygi n—rankA.

Irodymas. Homogenine tiesiniy lygéiy sistemg (1) uzrasykime taip



riuy +---+r,u, =0
L1

(ag,..,u,) [ -+ | =0
Tn

¢ia uy, ...,u,,— matricos A stulpeliai.
aq 51
Teguu=\| -+ Jirv=| --

ay, B,

— sistemos (1) sprendiniai, t.y.

o + -+ au, =0
Siu+---+p,u, =0’

todél
(ac; +06,)uy + -+ (ac,, + b5,)u, =0

ir vektorius au+ bv yra sistemos (1) sprendinys. Gavome, kad sprendiniy aibé
yra stulpeliy aritmetinés erdvés K,, poerdvis.

Tarp tiesinés lygéciy sistemos (1) matricos A stulpeliy yra r = rank A tiesiskai
neprikausomy stulpeliy. Tegu tai stulpeliai uy, ..., u,. Tada likusius n—1r stulpelius
uzrasykime jy tiesinémis kombinacijomis:

41 = br+1,1u1 +-+ br+1,rur
u, = bnlul + bnrur

Nesunku matyti, kad tiesiskai nepriklausomi stulpeliai

br+1,l bnl

br+1,r bnT

Zpy1] = —1 s ey Ty = 0
0 -1




yra sistemos (1) sprendiniai.
71

Vr

y — kuris nors sistemos (1) sprendinys. Tada
r+1

Tegu v =

Tn
W=V Yz o Y2

irgi yra Sios sistemos sprendinys. Vektoriaus w komponentés, pradedant (r + 1) —
aja, yra lygios 0. Lygiomis nuliui bus ir likusios r komponenéiy, nes vektoriy sis-
tema uy, ..., u,— tiesiskai nepriklausoma.

Taigi,

ir
!/ __
V= =Yr11%r4+1 — " T Tnln

t.y. stulpeliai z,,1, ..., z,— tiesiskai neprikausoma sistema, generuojanti siste-
mos (1) sprendiniy poerdvj . Ji vadinama sistemos (1) fundamentaligja sprendiniy
sistema.

Irodyta.

9.5 Pavyzdys. Nagrinékime homogenine lygtj

ar + by = 0.
= . . o : —b o
Sios homogeninés lygties sprendiniy aibé yra stulpelio a tiesinis apval-
—b o e . . C
kalas T = [( 4 )] .Geometrigkai - tai tiesé [ dvimateéje plokstumoje, einati per

o . . —b o
koordinaciy pradzig vektoriaus a kryptimi.
Poerdviy suma ir sankirta.

9.6 Apibrézimas. Vektorinés erdvés V poerdviy U ir W suma vadiname V
poerduvy



U+W={u+wluelU,weW}.
Vektorinés erdvés V poerdviy U ir W sankirta vadiname V poerduvy
UNW=_{veVlveUirveW}.

9.6 Pastaba. 1) Poerdviy suma U + W yra maziausias V' poerdvis, kuriame
yra poerdviai U ir W.

2) Poerviy sankirta U N W yra didziausias V' poerdvis, esantis ir poerdvyje U
ir poerdvyje W.

9.7 Teorema( apie poerdviy sumos ir sankirtos dimensijas)
dim (U + W) +dim (UNW) = dimU + dim W.

Irodymas. Tegu dimU +W =7 , dmUNW =p,dimU = s ir dim W = t.
ir vi, vy, ..., vp,— poerdvio U N W bazé. Papildykime 8ig baze iki poerdviy U ir V
baziy.:

tegu vi, Vo, .., Vi, Vi, o, Ve— U bazé, 0 vi, va, . vy, v 1y, vi— Vo baze,

Parodysime, kad vektoriy sistema

/ /
V1, V2, o, Vs Vi ds oo Vi, Vi gy o, Vi (2)

yra poerdvio U+W bazé, t.y.kad $i sistema yra generuojanti ir tiesiskai neprik-
lausoma sisitema.

Tegu v— bet kuris poerdvio U + W vektorius, t.y. v=u+w ,¢iau € U,w €
W. Taigi,

U=a1vy+ -+ aVp+ apr1Vpr1 + -+ GsVs
ir
W =0vi+ -+ 0y by e bV
Turime
v =(a1+b)vi+-+(ap+bp)Vp +ap1Vppr + o FasVs + bV g+ by

ir todél vektoriy sistema vi, vy, ..., Vp, Vi1, 0y Vg, Vi, o, Vi generuoja U + W,

Irodysime &ios sistemos tiesiska nepriklausomybe. Tegu

4



v+t eVt Vprn F o F GV 6 Vi o F v = 0.
Tada vektorius

/ /
Z=CVi+- -+ CpVy+ i1 Vpr1 + o+ GV = —Cpp1Vpp1 — T GV
cU ew

priklauso U N W ir todeél
Z=a1Vy+ -+ ApVyp.
Gavome, kad

/ /! !~
A1Vy+ -+ ApVp = —Cp Vg — 00— GV,
/ / —
a1vy+ -+ apVp + €V oo GV =0

ir
— — — — — A

al_..._a/p_cp+1_..._ct_0,

nes vektoriai vi,va, ..., vy, V., ..., vi— tiesiskai nepriklausoma sistema( W —
baze). Taigi, z = o.
Turime
cvVi+ - -+ CVp+ Cpp1Vp1a + -+ V=0

ir

01:"':szcp+1:”'zc.$:07

nes vektoriai vy, Vs, ..., Vp, Vpi1, ..., Vs— tiesiskai nepriklausoma sistema( U—
bazé).

Irodéme vektoriy sistemos (2) tiesiska nepriklausomybe ir tuo paciu tai, kad ji
yra U + W baze. Poerdviy U, W U +V ir U N W dimensijoms turime lygybes:

dmU+V =s4+t—p=dimU +dimV —dimU NV.
Irodyta.

Paskutinioji teorema formuoja musy intuicija apie poerdviy padétj daugia-
matése vektorinese erdvese.



9.8 Pavyzdys.Tegu U ir W yra vektorinés erdvés R® poerdviai. Siy poerdviy
padétis pateiksime lenteléje:

dim U

=

dim(U N W)

dim(U + W)

poerdviy padétis

1

tiesés kertasi taske

tiesés sutampa

plokstumos kertasi tiese

plokstumos sutampa

plokstumos kertasi taske

plokstumos kertasi tiese

plokstumos sutampa

erdve ir plokstuma kertasi taske

erdve ir plokstuma kertasi tiese
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plokstuma yra erdvéje




