Algebra ir geometrija informatikams. Paskaity konspektas.
Rimantas Grigutis

8-9 paskaita. Kompleksiniai skaiciaz.

Kompleksinius skaicius galima apibreézti kvadratinémis matricomis i§ M.

8.1 Apibrézimai. Kompleksiniu skaiciumi vadiname matricq,
R —b
~\b a )’

vadinsime realiv kompleksiniu skaiciuma.

cia a ir b— realieji skaiciai.
Kompleksing skaiciy [a] = 8
Realius kompleksinius skaicius [a] ir [b] vadinsime atitinkamai realigja ir menamaja

kompleksinio skaitiaus z dalimi. Zymésime: [a] = Rez ir [b] = Im 2.
Kompleksing skaiciy ( (1) _01

Visy komleksiniy skaiciy aibe Zymésime C.

Zymesime raide 1.

Turime, kad

r

Du kompleksiniai skaic¢iai yra lygus tada ir tik tada, kai lygios jy realios ir
menamos dalys:
—b . . —b
<a1 1>:[a1]+2[b1]:[a2]+l[bz]=(Zz 2)
2 A2

b @
S a; = ag ir by = bs.



I8 cia tiesiogiai turime, kad kompleksinis skaicius lygus nuliui tada ir tik tada,

kai jo realioji ir menamoji dalys lygios nuliui:

[a] +i[b) =[0] < a=0irb=0.

4-oje paskaitoje matéme, kad matricas

a
0

galima sutapatinti su realiu

skai¢iumi a. Dar daugiau, realiyjy komleksiniy skaiciy aibéje apibézti sumos ir

sandaugos veiksmai

[a] + [b] = [a + ] ir [a] [b] = [ad]

tenkina visas realiems skai¢iams buidingas savybes:

K1. ([a] + [0]) + [e] = [a] + ([b] + [c]) -

K2. [a] + [b] = [b] + [q]
K3. [a] + [0] = [a] .

K4. [a] + [—a] = [0].

K5. ([a] [0]) [¢] = [a] ([b] [€])
K6. [a] [b] = [b] [a] .

K7. [a][1] = [d] .

K9. [a
[

- [a] ([6] + [c]) = la] [b] + [a] [c]
K10. [0]

A 1.

Pastebésime, kad

K8. Su visais a # 0 teisinga [a] [a™!] = [1].
]

Taigi realius kompleksinius skai¢ius [a] galime sutapatinti su paciais realiais
skaiciais a ir kompleksinj skai¢iy z = [a] + 7 [b] Zymeéti tiesiog z = a + ib.

Zvilgtelkim jdémiau j pac¢iy kompleksiniy skai¢iy aritmetika.

Dviejy kompleksiniy skaiciy suma irgi yra kompleksinis skaicius:

(al + ib1) + (CEQ + ibz) = (a1 + Clz) +1 (b1 + b2) .

Dviejy kompleksiniy skai¢iy sandauga irgi yra kompleksinis skai¢ius:



(CL1 + Zbl) (CLQ + Zbg)
= ((IQ + Zbg) + (lbl) (CLQ + Zbg) = a1a92 + ay (Zbg) + (Zbl) ag + (Zb1> (Zbg)
= a1a9 + ia162 + iblag + i2b1b2 = (a1a2 + (—1) blbg) + 1 (ale + b1a2)
= (CL16L2 — ble) +1 (albg + blag) .

Pastebesime taip pat, kad kompleksinio skaic¢iaus a + b priesingas skaicius yra
(—a) +i(=b), o jei a+ib # 0, t.y. a®> +b* # 0, tai atvirkstinis kompleksinis
skaicius yra (a +ib) " = ¢ +id = =2 + il

Skaitytojui paliekame savarankigkai jsitikinti, kad kompleksiniy skaic¢y aibé
C sudéties ir sandaugos atzvilgiu sudaro kuna(4.17 apibrézimas). Taigi nuo
siol zinome tris kiiny pavyzdzius: racionaliyjy skaic¢iy Q, realiyjy skaiciy R ir
komleksiniy skaic¢iy C: R yra Q plétinys, C yra Q ir R plétinys

QCcRcC.

Geometrinis ir trigonometrinis kompleksiniy skaiciy reiskimas.

Kompleksinj skai¢iy z = a-+1b galima vienareiksmiskai reiksti Dekarto plokstu-
mos tasku (a, b) . Sis reiskimas pasiteisina jau ir tuo, kad pagrindiniai kompleksinity
skaiciy veiksmai yra paprastai interpretuojami geometriskai: dviejy kompleksiniy
skaiGiy a; + iby ir ag + iby sudétis interpretuojama kaip dvimaciy vektoriy (aq, b;)
ir (ag, by) suma (ay, by) + (az,b2) = (a1 + ag, by + by) (prisiminkime lygiagretainio
taisykle):

(aatap;bit+by)

(ag;by)

(ay;b1)



Sandaugos veiksmo interpretacijai naudojamas trigonometrinis kompleksinio
skai¢iaus z = a+ib reiskimas. Siuo atveju skai¢iui z = a+ib priskiriamas vektorius
OA = (a,b), kurio polinés koordinatés yra [r, | : ¢iar = |z| — tasko A (a, b) atstu-
mas iki tasko O (0, 0) vadinamas z moduliu , 0 p = arg z— kampas tarp teigiamos
x— asies krypties ir vektoriaus O—1>4 vadinamas 2z argumentu. Pastebésime, kad su
kiekvienu r > 0 kampas ¢ yra apibréziamas kampo 360° ( arba 27) kartotinio
tikslumu; beto, kai r = 0, kampas ¢ neapibréziamas. Taigi, kiekviena kompleksinj
skaiCiy 2 = a + tb galime reiksti:

z=[r¢l, 120, 0°<p<360° (0<p<2m).

Kompleksinio skai¢iaus z Dekarto koordinac¢iy (a,b) ir poliniy koordinaciy
[, o] Ty8i matome formulése:

a=71-cosp
b=r-sinp ’

1r

(1 = a?+ b2
r#0
a
cosp = —
sinp = —
’
(L 0< <21

Taigi, skaiciy z galima uzrasyti lygybe:
z=rcosp+irsing =r(cosp+ising).

Tai ir yra trigonometriné kompleksinio skaiciaus z israiska.

8.2 Apibrézimas. Du kompleksiniai skaiciai z; = [r1, @] ir zo = [r2, 5] yra
lygis jer

arba r1 =19 = 0 i v, py— bet kokie kampat,

arba 1y =19 ir @, =@y + k- 27 suwvisais k € Z.

Grijzkime prie geometrinés sandaugos veiksmo interpretacijos. Tegu
21 = [r1, 4] = 7108 @ + iry sin
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r
R2 = [7"2a 902] = ' COS (g + 172 SIN (5.
Tada

R1%2 =
179 ((COS @y o8 p, — sin @, sin p,) + 7 (Cos ¢y sin g, + sin g, cos p,)) =
1172 (€08 (@1 + a) +isin (01 + o))

ir todel
2129 = 1179, 1 + ¥ ,
t.y.
{ 2122 = |z1] - |z
arg (z122) = argz; + arg z»

Skaiciaus z; sandauga su skai¢iumi zo geometriskai galime interpretuoti vek-
toriaus z; postkiu kampu ¢, ir ”7iStempimu” ry kartus. Patikslinsime 8ig inter-
pretacija.

Posukio plokstumoje reiskimas posukio matrica.

Kompleksinj skaiciy z) = a;+1b; galima reiksti matrica ( Zl _abl
1 1

) , 0 skaiciy

2

2y = ag + 1by - vektoriumi, kurj rasysime stulpeliu ( ch > . Tada ir siy skaiciy
2

sandauga galime reiksti vektoriumi-stulpeliu:
o aq —bl (05} . a1ag — b1b2
R b1 aq bg o a1b2 + a261 '
Taigi, jei plok§tumoje norime skaiciy-vektoriy

z:a+ib:(g)

pasukti kampu ¢, tai belieka i§ kaires pusés ji padauginti i§ postikio skaiciaus-
matricos



cosp —sing >

2y, = COSQ +ising = ( sinp  cos

Pasuktas vektorius bus:
a\ [ cosp —sing a\ [ acosp—bsing
b )\ sing cosp b )  \ bcosp+asing )’

cosp —sing

sinp  coso ) vadinama posukio kampu ¢

8.3 Apibrézimas. Matrica <

matrica.

Kompleksiniy skaiciy sandaugos interpretavimas nesunkiai leidzia paaiskinti

skai¢iaus z # 0 atvirkstinio skaic¢iaus 27! = ~ geometrine prasme.
z

8.4 Apibrézimas. Tegu z = a +ib € C. Skaicius Z = a — ib € C vadinamas
skaiciaus z jungtiniu skaiciumi.
Yra teisingos §ios lygybes:
z+Zz zZ—Z

= :I cZ = 2'
P2 Rex), T E—m(), zoz=d

Tegu skaiciaus z = [r, | atvirkstinis 27! = [¢,¢]. Tada
22t =g g ¥l =lr-ge+y]=1=[10,
t.y.
r-q=1, e+ =0+2nk, keZ,
ir
q=r"1, V= —p+2rk, k€Zirpvz. =—0.
Atsizvelge | tai, kad cos (—p) = cos ¢, 0 sin (—p) = —sin p, turime, kad

z=r(cosp+ising),r#0=
27t =717 (cosp —isinyp)
zZ=r(cosp —isiny)

z-Z=1r2=
z z 1

Z == _3
z z-zZ r2 72



Taigi skai¢ius 2! yra gaunamas vektoriy z , simetrigks vektoriui z Ox aies
atzvilgiu, "suspaudus" — karto.
r
Kompleksiniy skaiciy dalyba.

Tegu dabar z; = [r1, @] ir 20 = [r2, 0y , 20 # 0( t.y. 79 # 0).
Tada

21 1
— =¥ — P2 -
Z9 T

Kompleksinio skaiciaus kélimas sveikuoju laipsniu

Dabar induktyviai apibréziame kompleksinio skaiciaus z laipsnj 2", n € N :

V=1, Pl =2". 2 su visais n € N.
Tada

z=[r,o|=1r"=[r",n-p|] suvisaisn € N.
Zinodami, kad 27 = [r7!, —¢] ir 27" = (z71)" tai

z=[ro]=r"=[r" —n-yl suvisaisn € N.

Taigi

z=1r,p] = 2" =[r",n-p|] suvisaisn € Z,
t.y.

z=r(cosp +ising) =
2" = 1" (cosnp + isinnyp) su visiais n € Z.

Paskutiné lygybé yra vadinama Muavro (Abraham de Moivre,1667-1754) for-
mule.

Saknies traukimas i3 kompleksinio skaitiaus.

8.5 Apibrézimas.Su visais n > 2 n— ojo laipsnio Saknimi 1§ kompleksinio
skaiciaus z vadiname tokius kompleksinius skaicius w, kuriems teisinga lygybé
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=2Zz.

8.6 Teiginys. Jei z = r(cosp +isiny), tai kompleksiniai skaitiai wy =
2k 27k
U (cos gt omh + 7sin SH_W) yk=0,1,2,....n—1 yra visos skirtingos n-ojo
n n

laipsnio Saknys i z.

Irodymas.

Parodysime, kad egzistuoja lygiai n n - ojo laipsnio Sakny i§ kompleksinio
skaiciaus z.

Tegu

w = [q,9] = q(cosy) +isin))

r

Tada

[q" n -] = [r, ]

Jeigu 2 =0, taiirr =0, todél ¢" =0= ¢ =0, t.y. w=0.
Jeigu z # 0, tai ir r # 0, todél

q =, n-Y =@+ 2k, keZ
2k
=q=yr, zp:—“”n”, kez.

Jeigu kq, ko € Z, tai i§ lygybeés

()0—.—27'(']{71 . g0+27T]{72+
n N n

21 - 1, leZl
turime, kad

ki —ky=1-n su kazkuriuo | € Z.
ir tada k1 — ko dalijasi is n.

Gavome: jeigu z # 0ir z = r (cos ¢ + isin ) € C, tai n— ojo laipsnio Saknimis
yra kompleksiniai skaiciai



n

2k 2k
wk:W<cosu+isinu>, keZ,
n

ir du tokie skaiciai wy, ir wyg, yra lygus tada ir tik tada, kada ky — ko dali-
jasi i8 n. Visos skirtingos n— ojo laipsnio Saknys i§ kompleksinio skai¢iaus z yra

Wo, Wi, --vy Wp—1-
Irodyta.

8.7 Apibrézimas. [sraiska N (z) = z-z = |z|*> vadinama skai¢iaus z norma.

8.8 Teorema.
savybés.

1)

Tegu 2z = a+1b, z1, 2o € C. Tada yra teisingos 3ios
(2) =2,
21 + 29 = Z1 + Zo, atskiru atveju —z = —Z.

Z1 - 29 = Z1 + Z9, atskiru atveju (

Q] =

IS
N~~~

2) Jeigu N (2)=z2-z=|2|? tai

w

i

N (Zl . Zg) = N (Zl) . N (22)

N
zl) = (1) su visiais zg # 0.

) N(z)

3) Jeigu |z] = Va2 + b2 =z - z, tai

|21 - 22| = |21 - |22
2y @ su visiais zo 7 0.
) |Z2‘

4) (Trikampio nelygybé).

|21 + 22| < |z1| + |22] -

Irodymas. Jrodysime trikampio nelygybe:

9



) |21+22’2: (21 +222)'(512+22): |21|2+’222|2+212'22+21'22: )
|Zl| +2Re(z1-22 +’22| S |21| +2|Zl'22|2+ |22| :|Zl| +2|21'ZQ|+|ZQ‘ =
(J21] + [22])”

Istrauke aritmeting kvadrating Saknj, turésime
|21 + 22| < |21 + |22 -

Irodyta.

8.9 Isvados. IS trikampio nelygybés turime

|21 — 22| < 21| + |22
|21 + 22| > |21 — |22]

= |21+ 22| = ||21] — |7
RO i S SR AP

taigi su visais 21, 29 € C yra teisinga
[[21] = |z2|| < |21 £ 22| < |21] + [22].

Saknys 1§ vieneto

Kaip ir su kiekvienu nenuliniu kompleksiniu skai¢iumi, taip ir su 1 turime lygiai
n n—ojo laipsnio sakny is 1 :

1=11,0] =cos0+isin0

2rk 27k
€k = cos 2% + isini,k:O,Z,Q,...,n-Z.
n n

Visos n— ojo laipsnio Saknys i$ vieneto yra apskritimo, kurio centas yra koordinaciy
pradzioje ir spindulys lygus 1, tagkai. Vienas i3 8iy tasky sutampa su 1 (kai k = 0).

T
Saknies €, argumentas yra — = 27 - —, t.y. n — oji apskritimo dalis. Kity sakny
n

n
2k 2 2 (n—1) n—1

€9,...,Ep_1 argumentai yra — = 27 - —, ..., ——— = 27 . Visos n—
n

n n n
ojo laipsnio saknys i§ vieneto dalija vienetinj apskritimg j n lygiy daliy. Visy n—
ojo laipsnio sakny i3 vieneto aibe zymésime U (n) .

8.10 Apibrézimas. n— ojo laipsnio $aknis i§ vieneto € vadinama primi-
tyviaja n— ojo laipsnio saknimi i vieneto, jei €™ # 1 su m < n.

10



27 27
Aigku, kad skai¢ius £ = cos — +i sin — yra primityvioji n— ojo laipsnio sak-
n n
nis i§ vieneto. Kai n > 2, turime ir daugiau primityviyjy n— ojo laipsnio sakny
i§ vieneto. Teisinga tokia teorema:

21k 2rk
8.11 Teorema. Skaicius ¢, = cos % + isin 0 yra primityvioji n— 030

n
laipsnio Saknis is vieneto tada ir tik tada, kai skaiciy k ir n bendras didZiausias
daliklis yra lygus 1 ( tokius skaicius dar vadina tarpusavyje pirminiais skaiciais).

Irodymas. (=). Tegu k ir n yra tarpusavyje pirminiai skaic¢iai ir €}’ = 1.
Tada

2mkm

= 2rm, ¢ia r - sveikas skaicius.
n

Turime
km = nr,

ir todel km dalijasi i§ n. Bet k ir n yra tarpusavyje pirminiai skaiciai, todéel m
2k . . 27k
dalijasi i§ n. Tada turime, kad m > n ir todél skaicius €, = cos — + 7 sin —
n n
yra primityvioji n— ojo laipsnio Saknis i§ vieneto.

(«=) . Tegu g, yra primityvioji n— ojo laipsnio $aknis i$ vieneto ir d =BDD(k,n) ,

2k 2k 2mkyd 2k d
n = nd,k = kid. Tada ¢, = cos—— + isin — = cos L~ 4+ isin 1=
n n ny nid
27k 27k
cos 4 + i sin LN €p = 1. I8 ¢ia turime, kad n = n; ir d = 1, t.y. skaiciai n
1 ny
ir k yra tarpusavyje pirminiai.
Irodyta.

8.12 Pavyzdys.

Primityvios n -ojo laipsnio saknys is 1

11



n | 8akny skaicius | Primityvios Saknys ¢
3 2 €1,E9
4 2 €1,€3
5 4 £1,€9,E€3,&4
6 2 €1,E&5
7 6 €1,82,€3,€4,E5,E6
8 4 £1,€3,€5,E€7
9 6 €1,E9,€4,E5,E7,E8
10 4 €1,€3,E7,E9
11 10 £1,€2,€3,84,¢5,€6,E7,E8,€9,E10
12 4 €1,85,€7,€11
8.13 Teiginys. Skaicius €, = cos % + 7sin % yra primityvioji ny = %—

n
ojo laipsnio Saknis i§ vieneto, ¢ia d = BDD(n, k).

n k
Irodymas. Skaiciai n; = — ir ky = 7 yra tarpusavyje pirminiai skaiciai ir

d

2k 2k 2k

todél pagal kg tik jrodyta teorema skaicius £, = cos —— 4+ i sin —— = cos Ly
n n ny
..27T]€1 . . . o .
isin = ¢y, yra primityvioji n;— ojo laipsnio Saknis i§ vieneto.
1
Irodyta.

8.14 Teiginys( sakny i§ vieneto savybés).

1. Jeigu avir € U (n), taiir a- B €U (n).

2. Jeigu a € U (n), tai ot € U (n).

3. Jeigu € yra primityvioji n-ojo laipsnio Saknis i§ 1, o a € U (n), tai egzis-
tuoja toks k € N, kad o = e*.

4. Jeigu € yra primityvioji n-ojo laipsnio Saknis 1§ 1, o B yra kuri nors n-ojo
laipsnio 3aknis i§ o, tai skaiciai €3, 5,28, ...,e" 183 yra visos skirtingos n-ojo
laipsnio Saknys i$ «.

Irodymas. 1. Jei air f € U (n), tai o" = " = 1. Tada (af)" = a"p" =1
ira-gelU(n).

2. JeiaeU(n),taia® =1.Tada ()" =a "= (") ' =1lirateU(n).

3. Tegu € yra primityvioji n-ojo laipsnio aknis i§ 1. Tada skaicius * € U (n) ,
nes (eF)" = (e")F = 1. Sakny is 1 sekoje 1 = £°, !, €2, ..., e"! néra sutampandiy,
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nes jei bty ¥ =™, a0 <k<m<n—-1l<n,taie™* *=1ir0<m—k <n,
o tai priestarauty tam, kad € yra primityvioji n-ojo laipsnio Saknis i§ 1. Gavome,
kad sekoje 1 = €%, ¢t, g2, ...,e"! yra visos skirtingos n-ojo laipsnio saknys ig 1.

4. Tegu " = «v ir € yra primityvioji n-ojo laipsnio Saknis is 1. Tada (akﬁ)n =
(sk)nﬁ" =1-a =« ir €"3 yra n-ojo laipsnio saknis i§ o su visais k € Z. Skaiciy
B =¢e3,e'5,e%0, ...,e" 13 sekoje néra sutampanéiy ,nes jei biity e¥3 = ™3, ¢ia
0<k<m<n-1l<ntaie™* =1ir0 < m—k < n, o tai priestarauty
tam, kad € yra primityvioji n-ojo laipsnio Saknis i§ 1. Gavome, kad sekoje [ =
e¥8,e18,e%0, ...,e" 13 yra visos skirtingos n-ojo laipsnio aknys is .

Jrodyta.
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