
Algebra ir geometrija informatikams. Paskaitu¾konspektas:
Rimantas Grigutis

8-9 paskaita. Kompleksiniai skaiµciai.

Kompleksinius skaiµcius galima apibr·eµzti kvadratin·emis matricomis i�M 2:

8.1 Apibr·eµzimai. Kompleksiniu skaiµciumi vadiname matric ¾a

z =

�
a �b
b a

�
;

µcia a ir b� realieji skaiµciai.

Kompleksini¾skaiµciu¾[a] =
�
a 0
0 a

�
vadinsime realiu kompleksiniu skaiµciumi.

Realius kompleksinius skaiµcius [a] ir [b] vadinsime atitinkamai reali ¾aja ir menam ¾aja
kompleksinio skaiµciaus z dalimi. µZym·esime: [a] = Re z ir [b] = Im z:

Kompleksini¾ skaiµciu¾
�
0 �1
1 0

�
µzym·esime raide i:

Visu¾komleksiniu¾ skaiµciu¾aib¾e µzym·esime C.

Turime, kad �
a �b
b a

�
=

�
a 0
0 a

�
+

�
0 �b
b 0

�
=

=
�
a 0
0 a

�
+

�
0 �1
1 0

��
b 0
0 b

�
= [a] + i [b]

ir

i2 =

�
0 �1
1 0

��
0 �1
1 0

�
=

�
�1 0
0 �1

�
= [�1] :

Du kompleksiniai skaiµciai yra lygūs tada ir tik tada, kai lygios ju¾ realios ir
menamos dalys:�

a1 �b1
b1 a1

�
= [a1] + i [b1] = [a2] + i [b2] =

�
a2 �b2
b2 a2

�
, a1 = a2 ir b1 = b2:



I�µcia tiesiogiai turime, kad kompleksinis skaiµcius lygus nuliui tada ir tik tada,
kai jo realioji ir menamoji dalys lygios nuliui:

[a] + i [b] = [0], a = 0 ir b = 0:

4-oje paskaitoje mat·eme, kad matricas
�
a 0
0 a

�
galima sutapatinti su realiu

skaiµciumi a: Dar daugiau, realiu¾ju¾ komleksiniu¾ skaiµciu¾ aib·eje apib·eµzti sumos ir
sandaugos veiksmai

[a] + [b] = [a+ b] ir [a] [b] = [ab]

tenkina visas realiems skaiµciams būdingas savybes:
K1. ([a] + [b]) + [c] = [a] + ([b] + [c]) :
K2. [a] + [b] = [b] + [a] :
K3. [a] + [0] = [a] :
K4. [a] + [�a] = [0] :
K5. ([a] [b]) [c] = [a] ([b] [c]) :
K6. [a] [b] = [b] [a] :
K7. [a] [1] = [a] :
K8. Su visais a 6= 0 teisinga [a] [a�1] = [1] :
K9. [a] ([b] + [c]) = [a] [b] + [a] [c] :
K10. [0] 6= [1] :

Pasteb·esime, kad

[a]� [b] = [a] + (� [b]) = [a] + [�b] = [a� b] ir
[a]
[b]
= [a] [b]�1 = [a] [b�1] = [ab�1] =

�
a
b

�
:

Taigi realius kompleksinius skaiµcius [a] galime sutapatinti su paµciais realiais
skaiµciais a ir kompleksini¾ skaiµciu¾z = [a] + i [b] µzym·eti tiesiog z = a+ ib:

µZvilgtelkim i¾d·emiau i¾paµciu¾kompleksiniu¾skaiµciu¾aritmetik ¾a.
Dvieju¾kompleksiniu¾skaiµciu¾suma irgi yra kompleksinis skaiµcius:

(a1 + ib1) + (a2 + ib2) = (a1 + a2) + i (b1 + b2) :

Dvieju¾kompleksiniu¾skaiµciu¾sandauga irgi yra kompleksinis skaiµcius:
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(a1 + ib1) (a2 + ib2)
= a1 (a2 + ib2) + (ib1) (a2 + ib2) = a1a2 + a1 (ib2) + (ib1) a2 + (ib1) (ib2)
= a1a2 + ia1b2 + ib1a2 + i2b1b2 = (a1a2 + (�1) b1b2) + i (a1b2 + b1a2)

= (a1a2 � b1b2) + i (a1b2 + b1a2) :

Pasteb·esime taip pat, kad kompleksinio skaiµciaus a+ ib prie�ingas skaiµcius yra
(�a) + i (�b) ; o jei a + ib 6= 0; t.y. a2 + b2 6= 0; tai atvirk�tinis kompleksinis
skaiµcius yra (a+ ib)�1 = c+ id = a

a2+b2
+ i �b

a2+b2
.

Skaitytojui paliekame savaranki�kai i¾sitikinti, kad kompleksiniu¾ skaiµcu¾ aib·e
C sud·eties ir sandaugos atµzvilgiu sudaro kūn ¾a(4.17 apibr·eµzimas). Taigi nuo
�iol µzinome tris kūnu¾ pavyzdµzius: racionaliu¾ju¾ skaiµciu¾Q, realiu¾ju¾ skaiµciu¾R ir
komleksiniu¾skaiµciu¾C: R yra Q pl·etinys, C yra Q ir R pl·etinys

Q � R � C:

.
Geometrinis ir trigonometrinis kompleksiniu¾ skaiµciu¾ rei�kimas.

Kompleksini¾skaiµciu¾z = a+ib galima vienareik�mi�kai reik�ti Dekarto plok�tu-
mos ta�ku (a; b) : �is rei�kimas pasiteisina jau ir tuo, kad pagrindiniai kompleksiniu¾
skaiµciu¾veiksmai yra paprastai interpretuojami geometri�kai: dvieju¾kompleksiniu¾
skaiµciu¾a1 + ib1 ir a2 + ib2 sud·etis interpretuojama kaip dvimaµciu¾vektoriu¾(a1; b1)
ir (a2; b2) suma (a1; b1) + (a2; b2) = (a1 + a2; b1 + b2) (prisiminkime lygiagretainio
taisykl¾e):

(a1;b1)

(a2;b2)

(a1+a2;b1+b2)
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Sandaugos veiksmo interpretacijai naudojamas trigonometrinis kompleksinio
skaiµciaus z = a+ib rei�kimas. �iuo atveju skaiµciui z = a+ib priskiriamas vektorius�!
OA = (a; b) ; kurio polin·es koordinat·es yra [r; '] : µcia r = jzj � ta�ko A (a; b) atstu-
mas iki ta�ko O (0; 0) vadinamas z moduliu ; o ' = arg z� kampas tarp teigiamos
x� a�ies krypties ir vektoriaus �!OA vadinamas z argumentu: Pasteb·esime, kad su
kiekvienu r > 0 kampas ' yra apibr·eµziamas kampo 360� ( arba 2�) kartotinio
tikslumu; beto, kai r = 0; kampas ' neapibr·eµziamas. Taigi, kiekvien ¾a kompleksini¾
skaiµciu¾z = a+ ib galime reik�ti:

z = [r; '] ; r � 0; 0� � ' < 360� ( 0 � ' < 2�):

Kompleksinio skaiµciaus z Dekarto koordinaµciu¾ (a; b) ir poliniu¾ koordinaµciu¾
[r; '] ry�i¾matome formul·ese: �

a = r � cos'
b = r � sin' ;

ir 8>>>>>><>>>>>>:

r =
p
a2 + b2

r 6= 0
cos' =

a

r

sin' =
b

r
0 � ' < 2�

:

Taigi, skaiµciu¾z galima uµzra�yti lygybe:

z = r cos'+ ir sin' = r (cos'+ i sin') :

Tai ir yra trigonometrin·e kompleksinio skaiµciaus z i�rai�ka.

8.2 Apibr·eµzimas. Du kompleksiniai skaiµciai z1 = [r1; '1] ir z2 = [r2; '2] yra
lygūs jei
arba r1 = r2 = 0 ir '1; '2� bet kokie kampai,
arba r1 = r2 ir '1 = '2 + k � 2� su visais k 2 Z:
Gri¾µzkime prie geometrin·es sandaugos veiksmo interpretacijos. Tegu

z1 = [r1; '1] = r1 cos'1 + ir1 sin'1
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ir

z2 = [r2; '2] = r2 cos'2 + ir2 sin'2:

Tada

z1z2 =
r1r2 ((cos'1 cos'2 � sin'1 sin'2) + i (cos'1 sin'2 + sin'1 cos'2)) =

r1r2 (cos ('1 + '2) + i sin ('1 + '2))

ir tod·el

z1z2 = [r1r2; '1 + '2] ;

t.y. �
jz1z2j = jz1j � jz2j
arg (z1z2) = arg z1 + arg z2

:

Skaiµciaus z1 sandaug ¾a su skaiµciumi z2 geometri�kai galime interpretuoti vek-
toriaus z1 posūkiu kampu '2 ir �i�tempimu� r2 kartus. Patikslinsime �i ¾a inter-
pretacij ¾a.

Posūkio plok�tumoje rei�kimas posūkio matrica.

Kompleksini¾skaiµciu¾z1 = a1+ib1 galima reik�ti matrica
�
a1 �b1
b1 a1

�
; o skaiµciu¾

z2 = a2 + ib2 - vektoriumi, kuri¾ ra�ysime stulpeliu
�
a2
b2

�
: Tada ir �iu¾ skaiµciu¾

sandaug ¾a galime reik�ti vektoriumi-stulpeliu:

z1� z2 =
�
a1 �b1
b1 a1

��
a2
b2

�
=

�
a1a2 � b1b2
a1b2 + a2b1

�
:

Taigi, jei plok�tumoje norime skaiµciu¾-vektoriu¾

z = a+ ib =

�
a
b

�
pasukti kampu ', tai belieka i�kair·es pus·es ji¾padauginti i�posūkio skaiµciaus-

matricos
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z' = cos'+ i sin' =

�
cos' � sin'
sin' cos'

�
:

Pasuktas vektorius bus:�
a0

b0

�
=

�
cos' � sin'
sin' cos'

��
a
b

�
=

�
a cos'� b sin'
b cos'+ a sin'

�
:

8.3 Apibr·eµzimas. Matrica
�
cos' � sin'
sin' cos'

�
vadinama posūkio kampu '

matrica.

Kompleksiniu¾ skaiµciu¾ sandaugos interpretavimas nesunkiai leidµzia paai�kinti

skaiµciaus z 6= 0 atvirk�tinio skaiµciaus z�1 = 1

z
geometrin¾e prasm¾e.

8.4 Apibr·eµzimas. Tegu z = a+ ib 2 C: Skaiµcius �z = a� ib 2 C vadinamas
skaiµciaus z jungtiniu skaiµciumi.

Yra teisingos �ios lygyb·es:

z + �z

2
= Re(z) ;

z � �z
2i

= Im(z) ; z � �z = jzj2:

Tegu skaiµciaus z = [r; '] atvirk�tinis z�1 = [q;  ] : Tada

z � z�1 = [r; '] � [q;  ] = [r � q; '+  ] = 1 = [1; 0] ;

t.y.

r � q = 1; '+  = 0 + 2�k; k 2 Z;

ir

q = r�1;  = �'+ 2�k; k 2 Z ir pvz.  = �':

Atsiµzvelg¾e i¾ tai, kad cos (�') = cos'; o sin (�') = � sin'; turime, kad

z = r (cos'+ i sin') ; r 6= 0)�
z�1 = r�1 (cos'� i sin')
�z = r (cos'� i sin')

�
)

z � �z = r2 )
z�1 =

1

z
=

�z

z � �z =
�z

r2
=
1

r2
�z.
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Taigi skaiµcius z�1 yra gaunamas vektoriu¾ �z , simetri�k ¾a vektoriui z Ox a�ies

atµzvilgiu, "suspaudus"
1

r2
karto.

Kompleksiniu¾ skaiµciu¾dalyba.

Tegu dabar z1 = [r1; '1] ir z2 = [r2; '2] , z2 6= 0( t.y. r2 6= 0):
Tada

z1
z2
=

�
r1
r2
; '1 � '2

�
:

Kompleksinio skaiµciaus k·elimas sveikuoju laipsniu

Dabar induktyviai apibr·eµziame kompleksinio skaiµciaus z laipsni¾zn; n 2 N :

z0 = 1; zn+1 = zn � z su visais n 2 N:

Tada

z = [r; ']) rn = [rn; n � '] su visais n 2 N:

µZinodami, kad z�1 = [r�1;�'] ir z�n = (z�1)n ; tai

z = [r; ']) r�n = [r�n;�n � '] su visais n 2 N:

Taigi

z = [r; ']) zn = [rn; n � '] su visais n 2 Z;

t.y.

z = r (cos'+ i sin'))
zn = rn (cosn'+ i sinn') su visiais n 2 Z:

Paskutin·e lygyb·e yra vadinama Muavro (Abraham de Moivre,1667-1754) for-
mule.

�aknies traukimas i�kompleksinio skaiµciaus.

8.5 Apibr·eµzimas.Su visais n � 2 n� ojo laipsnio �aknimi i� kompleksinio
skaiµciaus z vadiname tokius kompleksinius skaiµcius w; kuriems teisinga lygyb·e
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wn = z .

8.6 Teiginys. Jei z = r (cos'+ i sin') ; tai kompleksiniai skaiµciai wk =

n
p
r

�
cos

'+ 2�k

n
+ i sin

'+ 2�k

n

�
; k = 0; 1; 2; :::; n� 1 yra visos skirtingos n-ojo

laipsnio �aknys i� z.

I¾rodymas.
Parodysime, kad egzistuoja lygiai n n - ojo laipsnio �aknu¾ i� kompleksinio

skaiµciaus z:
Tegu

w = [q;  ] = q (cos + i sin )

ir

wn = z:

Tada

[qn; n �  ] = [r; '] :

Jeigu z = 0; tai ir r = 0; tod·el qn = 0) q = 0; t.y. w = 0:
Jeigu z 6= 0; tai ir r 6= 0; tod·el

qn = r; n �  = '+ 2�k; k 2 Z
) q = n

p
r;  =

'+ 2�k

n
; k 2 Z::

Jeigu k1; k2 2 Z; tai i�lygyb·es

'+ 2�k1
n

=
'+ 2�k2

n
+ 2� � l; l 2 Z

turime, kad

k1 � k2 = l � n su kaµzkuriuo l 2 Z:

ir tada k1 � k2 dalijasi i�n:
Gavome: jeigu z 6= 0 ir z = r (cos'+ i sin') 2 C; tai n� ojo laipsnio �aknimis

yra kompleksiniai skaiµciai
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wk = n
p
r

�
cos

'+ 2�k

n
+ i sin

'+ 2�k

n

�
; k 2 Z;

ir du tokie skaiµciai wk1 ir wk2 yra lygūs tada ir tik tada, kada k1 � k2 dali-
jasi i�n: Visos skirtingos n� ojo laipsnio �aknys i�kompleksinio skaiµciaus z yra
w0; w1; :::; wn�1:
I¾rodyta.

8.7 Apibr·eµzimas. I�rai�ka N (z) = z � �z = jzj2 vadinama skaiµciaus z norma.

8.8 Teorema. Tegu z = a + ib; z1; z2 2 C: Tada yra teisingos �ios
savyb·es.
1)

(�z) = z;
z1 + z2 = �z1 + �z2; atskiru atveju �z = ��z:

z1 � z2 = �z1 � �z2; atskiru atveju
�
1

z

�
=
1

�z
:

2) Jeigu N (z) = z � �z = jzj2; tai

N (z1 � z2) = N (z1) �N (z2)

ir

N

�
z1
z2

�
=
N (z1)

N (z2)
su visiais z2 6= 0:

3) Jeigu jzj =
p
a2 + b2 =

p
z � �z; tai

jz1 � z2j = jz1j � jz2j ;����z1z2
���� = jz1j

jz2j
su visiais z2 6= 0:

4) (Trikampio nelygyb·e).

jz1 + z2j � jz1j+ jz2j :

I¾rodymas. I¾rodysime trikampio nelygyb¾e:
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jz1 + z2j2 = (z1 + z2) � (�z1 + �z2) = jz1j2 + jz2j2 + z1 � �z2 + �z1 � z2 =
jz1j2 + 2Re(z1 � �z2) + jz2j2 � jz1j2 + 2 jz1 � �z2j+ jz2j2 = jz1j2 + 2 jz1 � z2j+ jz2j2 =

(jz1j+ jz2j)2 :

I�trauk¾e aritmetin¾e kvadratin¾e �akni¾, tur·esime

jz1 + z2j � jz1j+ jz2j :

I¾rodyta.

8.9 I�vados. I�trikampio nelygyb·es turime

jz1 � z2j � jz1j+ jz2j
jz1 + z2j � jz1j � jz2j
jz1 + z2j � jz2j � jz1j

�
) jz1 + z2j � jjz1j � jz2jj

taigi su visais z1; z2 2 C yra teisinga

jjz1j � jz2jj � jz1 � z2j � jz1j+ jz2j :

�aknys i�vieneto

Kaip ir su kiekvienu nenuliniu kompleksiniu skaiµciumi, taip ir su 1 turime lygiai
n n�ojo laipsnio �aknu¾ i�1 :

1 = [1; 0] = cos 0 + i sin 0

"k = cos
2�k

n
+ i sin

2�k

n
;k=0,1,2,...,n-1 :

Visos n� ojo laipsnio �aknys i�vieneto yra apskritimo, kurio centas yra koordinaµciu¾
pradµzioje ir spindulys lygus 1, ta�kai. Vienas i��iu¾ta�ku¾sutampa su 1 (kai k = 0).

�aknies "1 argumentas yra
2�

n
= 2� � 1

n
; t.y. n � oji apskritimo dalis. Kitu¾�aknu¾

"2; :::; "n�1 argumentai yra
2�k

n
= 2� � 2

n
; :::;

2� (n� 1)
n

= 2� � n� 1
n

: Visos n�
ojo laipsnio �aknys i�vieneto dalija vienetini¾apskritim ¾a i¾n lygiu¾daliu¾. Visu¾n�
ojo laipsnio �aknu¾ i�vieneto aib¾e µzym·esime U (n) :

8.10 Apibr·eµzimas. n� ojo laipsnio �aknis i� vieneto " vadinama primi-
tyvi ¾aja n� ojo laipsnio �aknimi i�vieneto, jei "m 6= 1 su m < n:
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Ai�ku, kad skaiµcius "1 = cos
2�

n
+ i sin

2�

n
yra primityvioji n� ojo laipsnio �ak-

nis i�vieneto. Kai n > 2; turime ir daugiau primityviu¾ju¾n� ojo laipsnio �aknu¾
i�vieneto. Teisinga tokia teorema:

8.11 Teorema. Skaiµcius "k = cos
2�k

n
+ i sin

2�k

n
yra primityvioji n� ojo

laipsnio �aknis i� vieneto tada ir tik tada, kai skaiµciu¾ k ir n bendras didµziausias
daliklis yra lygus 1 ( tokius skaiµcius dar vadina tarpusavyje pirminiais skaiµciais).

I¾rodymas. ()) : Tegu k ir n yra tarpusavyje pirminiai skaiµciai ir "mk = 1:
Tada

2�km

n
= 2r�; µcia r - sveikas skaiµcius.

Turime

km = nr;

ir tod·el km dalijasi i�n: Bet k ir n yra tarpusavyje pirminiai skaiµciai, tod·el m

dalijasi i�n: Tada turime, kad m � n ir tod·el skaiµcius "k = cos
2�k

n
+ i sin

2�k

n
yra primityvioji n� ojo laipsnio �aknis i�vieneto.
(() : Tegu "k yra primityvioji n� ojo laipsnio �aknis i�vieneto ir d =BDD(k; n) ;

n = n1d; k = k1d: Tada "k = cos
2�k

n
+ i sin

2�k

n
= cos

2�k1d

n1d
+ i sin

2�k1d

n1d
=

cos
2�k1
n1

+ i sin
2�k1
n1

ir "n1k1 = 1: I�µcia turime, kad n = n1 ir d = 1; t.y. skaiµciai n

ir k yra tarpusavyje pirminiai.
I¾rodyta.

8.12 Pavyzdys.

Primityvios n -ojo laipsnio �aknys i�1
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n �aknu¾skaiµcius Primityvios �aknys "k
3 2 "1; "2
4 2 "1; "3
5 4 "1; "2; "3; "4
6 2 "1; "5
7 6 "1; "2; "3; "4; "5; "6
8 4 "1; "3; "5; "7
9 6 "1; "2; "4; "5; "7; "8
10 4 "1; "3; "7; "9
11 10 "1; "2; "3; "4; "5; "6; "7; "8; "9; "10
12 4 "1; "5; "7; "11

.

8.13 Teiginys. Skaiµcius "k = cos
2�k

n
+ i sin

2�k

n
yra primityvioji n1 =

n

d
�

ojo laipsnio �aknis i�vieneto, µcia d = BDD(n; k) :

I¾rodymas. Skaiµciai n1 =
n

d
ir k1 =

k

d
yra tarpusavyje pirminiai skaiµciai ir

tod·el pagal k ¾a tik i¾rodyt ¾a teorem ¾a skaiµcius "k = cos
2�k

n
+ i sin

2�k

n
= cos

2�k1
n1

+

i sin
2�k1
n1

= "k1 yra primityvioji n1� ojo laipsnio �aknis i�vieneto.
I¾rodyta.

8.14 Teiginys( �aknu¾ i�vieneto savyb·es).
1. Jeigu � ir � 2 U (n) ; tai ir � � � 2 U (n) :
2. Jeigu � 2 U (n) ; tai ��1 2 U (n) :
3. Jeigu " yra primityvioji n-ojo laipsnio �aknis i� 1; o � 2 U (n) ; tai egzis-

tuoja toks k 2 N; kad � = "k:
4. Jeigu " yra primityvioji n-ojo laipsnio �aknis i� 1; o � yra kuri nors n-ojo

laipsnio �aknis i� �; tai skaiµciai "0�; "1�; "2�; :::; "n�1� yra visos skirtingos n-ojo
laipsnio �aknys i� �:

I¾rodymas. 1. Jei � ir � 2 U (n) ; tai �n = �n = 1: Tada (��)n = �n�n = 1
ir � � � 2 U (n) :
2. Jei � 2 U (n) ; tai �n = 1: Tada (��1)n = ��n = (�n)�1 = 1 ir ��1 2 U (n) :
3. Tegu " yra primityvioji n-ojo laipsnio �aknis i�1: Tada skaiµcius "k 2 U (n) ;

nes
�
"k
�n
= ("n)k = 1: �aknu¾ i�1 sekoje 1 = "0; "1; "2; :::; "n�1 n·era sutampanµciu¾,
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nes jei būtu¾"k = "m; µcia 0 � k < m � n� 1 < n; tai "m�k = 1 ir 0 < m� k < n;
o tai prie�tarautu¾tam, kad " yra primityvioji n-ojo laipsnio �aknis i�1: Gavome,
kad sekoje 1 = "0; "1; "2; :::; "n�1 yra visos skirtingos n-ojo laipsnio �aknys i�1:
4. Tegu �n = � ir " yra primityvioji n-ojo laipsnio �aknis i�1: Tada

�
"k�
�n
=�

"k
�n
�n = 1 � � = � ir "k� yra n-ojo laipsnio �aknis i�� su visais k 2 Z: Skaiµciu¾

� = "0�; "1�; "2�; :::; "n�1� sekoje n·era sutampanµciu¾ ,nes jei būtu¾"k� = "m�; µcia
0 � k < m � n � 1 < n; tai "m�k = 1 ir 0 < m � k < n; o tai prie�tarautu¾
tam, kad " yra primityvioji n-ojo laipsnio �aknis i� 1: Gavome, kad sekoje � =
"0�; "1�; "2�; :::; "n�1� yra visos skirtingos n-ojo laipsnio �aknys i��:
I¾rodyta.
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