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7 paskaita. Plok�tuma ir ties·e erdv·eje.

Pirmosios teoremos kalba apie plok�tumos erdv·eje bendr ¾aj ¾a lygti¾.

7.1 Teorema(tiesiogin·e). Jei P yra plok�tuma erdv·eje, tai egzistuoja tokie
skaiµciai a; b; c; d , kad a2 + b2 + c2 6= 0; kad lygyb·e ax + by + cz + d = 0 yra P
lygtis.

7.2 Teorema(atvirk�tin·e). Jei a,b,c,d yra tokie skaiµciai, kad a2+b2+c2 6= 0;
tai egzistuoja plok�tuma P, kurios lygtis yra ax+ by + cz + d = 0:

7.1 teoremos i¾rodymas: TeguA0 (x0; y0;z0)� plok�tumos P ta�kas, o n =(a; b; c)
- vektorius, statmenas plok�tumai P. µCia a2+ b2+ c2 6= 0; nes vektorius n 6= 0: Jei
A (x; y; z)� bet kuris plok�tumos P ta�kas, tai vektoriai��!A0A=(x� x0; y � y0; z � z0)
ir n yra statmeni, tod·el

n���!A0A=0

arba visi plok�tumos P ta�kai ir tik jie tenkina lygti¾:

a (x� x0) + b (y � y0) + c (z � z0) = 0:
ax+ by + cz + (�ax0 � by0 � cz0) = 0

Gavome, kad plok�tumos P lygtis yra

ax+ by + cz + d = 0;

µcia d = �ax0 � by0 � cz0:
I¾rodyta. �
7.2 teoremos i¾rodymas. Jei a2 + b2 + c2 6= 0; tai sakykime a 6= 0: Tada

(x1; y1; z1) =
�
�d
a
; 0; 0

�
; (x2; y2; z2) =

�
�d
a
� b

a
; 1; 0

�
; (x3; y3; z3) =

�
�d
a
� c

a
; 0; 1

�
yra trys skirtingi lygties ax+ by + cz + d = 0 sprendiniai:

ax1 + by1 + cz1 + d = 0
ax2 + by2 + cz2 + d = 0
ax3 + by3 + cz3 + d = 0:



Antr ¾aj ¾a ir treµci ¾aj ¾a lygtis at·em¾e i�pirmosios tur·esime:

a (x2 � x1) + b (y2 � y1) + c (z2 � z1) = 0
a (x3 � x1) + b (y3 � y1) + c (z3 � z1) = 0:

Jei A1 (x1; y1; z1) ; A2 (x2; y2; z2) ; A3 (x3; y3; z3) yra ta�kai, tai gavome, kad vek-
torius n =(a; b; c) yra stamenas vektoriams

���!
A2A1 ir

���!
A3A1 :

n � ���!A2A1 =0
n � ���!A3A1 =0:

Taip pat turime, kad ta�kai A1; A2; A3 n·era vienoje ties·eje. Tod·el jie visi yra
vienoje plok�tumoje P, kurioje su bet kuriuo ta�ku A (x; y; z) vektorius

��!
AA1 yra

vektoriu¾
���!
A2A1 ir

���!
A3A1 tieisn·e kombinacija:

��!
AA1 = �

���!
A2A1 + �

���!
A3A1 .

Tada vektorius n =(a; b; c) yra stamenas vektoriui
��!
AA1 :

n � ��!AA1 =0

arba

a (x� x1) + b (y � y1) + c (z � z1) = 0

ir

ax+ by + cz + d = 0

su visais plok�tumos P ta�kais (x; y; z) :
I¾rodyta. �
7.3 Apibr·eµzimas. Lygtis ax+ by+ cz+d = 0 vadinama bendr ¾aja plok�tumos

P lygtimi.

Tegu plok�tumos P bendroji lygtis yra ax + by + cy + d = 0: Nagrin·ejant jos
pad·eti¾koordinatinu¾a�iu¾atµzvilgiu, galimi �ie atvejai.
1) a = b = 0:
Vektorius n =(0; 0; c) lygiagretus Oz a�iai. Plok�tuma P lygiagreti xy plok�-

tumai.
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2) b = c = 0:
Vektorius n =(a; 0; 0) lygiagretus Ox a�iai. Plok�tuma P lygiagreti yz plok�-

tumai.
3) a = c = 0:
Vektorius n =(0; b; 0) lygiagretus Oy a�iai. Plok�tuma P lygiagreti xz plok�-

tumai.
4) a = 0; b 6= 0; c 6= 0:
Vektorius n =(0; b; c) statmenas Ox a�iai: n � i =0: Plok�tuma P lygiagreti

Ox a�iai.
5) a 6= 0; b = 0; c 6= 0:
Vektorius n =(a; 0; c) statmenas Oy a�iai: n � j =0: Plok�tuma P lygiagreti

Oy a�iai.
6) a 6= 0; b 6= 0; c = 0:
Vektorius n =(a; b; 0) statmenas Oz a�iai: n � k =0: Plok�tuma P lygiagreti

Oz a�iai.
7) d = 0:
Plok�tuma P eina per ta�k ¾a (0; 0; 0) :

8) a 6= 0; b 6= 0; c 6= 0; d 6= 0:
Padalij¾e plok�tumos P lygti¾ax+ by + cy + d = 0 i��d ir paµzym·ej¾e

� = �d
a
; � = �d

b
; 
 = �d

c

tur·esime plok�tumos lygti¾

x
�
+ y

�
+ z



= 1;

kuri ¾a vadina a�ine plok�tumos lygtimi. Plok�tuma P koordinatines a�is kerta
ta�kuose: Ox a�i¾ ta�ke (�; 0; 0) ; Oy a�i¾ ta�ke (0; �; 0) ; Oz a�i¾ ta�ke (0; 0; 
) :

Rasime ta�ko atstum ¾a iki duotos plok�tumos.

7.4 Teorema. Ta�ko A0 (x0; y0; z0) atstumas D iki plok�tumos P : ax+ by +
cz + d = 0; yra lygus

D =
jax0 + by0 + cz0 + djp

a2 + b2 + c2
:
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I¾rodymas. Tegu B (x1; y1; z1) bet kuris plok�tumos P ta�kas, o plok�tumos
normal·es vektoriaus n =(a; b; c) pradµzia yra ta�ke B: Tada atstumas D yra lygus
vektoriaus

��!
BA0 projekcijos vektoriuje n ilgiui:

D =



projn��!BA0


 =

�����!BA0 � n���
knk :

Turime

��!
BA0 = (x0 � x1; y0 � y1; z0 � z1)��!

BA0 � n =a (x0 � x1) + b (y0 � y1) + c (z0 � z1)
n =

p
a2 + b2 + c2:

Tada

D =
ja (x0 � x1) + b (y0 � y1) + c (z0 � z1)jp

a2 + b2 + c2
:

Ta�kas B yra plok�tumos P ta�kas, tod·el jo koordinat·es tenkina plok�tumos
P lygti¾:

ax1 + by1 + cz1 + d = 0

ir

d = �ax1 � by1 � cz1:

I�µcia gauname reikiam ¾a D i�rai�k ¾a.
I¾rodyta. �
Aptarsime dvieju¾ ir triju¾plok�tumu¾pad·eti¾erdv·eje.

7.5 Teorema (dvieju¾plok�tumu¾pad·etis erdv·eje). Tegu plok�tumu¾P1 ir
P2 lygtys yra:

P1 : a1x+ b1y + c1z + d1 = 0
P2: a2x + b2y + c2z + d2= 0 :

1) Plok�tumos P1 ir P2 lygiagreµcios tada ir tik tada, kai
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a1
a2
=
b1
b2
=
c1
c2
:

2) Plok�tumos P1 ir P2 statmenos tada ir tik tada, kai

a1a2+b1b2+c1c2= 0 :

3) Kampo tarp plo�tumu¾' kosinusas yra lygus:

cos' =
a1a2 + b1b2 + c1c2p

a21 + b
2
1 + c

2
1

p
a22 + b

2
2 + c

2
2

:

I¾rodymas. Vektoriai n1=(a1; b1; c1) ir n2 = (a2; b2; c2) yra normal·es vektoriai
plok�tumoms P1 ir P2 atitinkamai. Tada

1) P1 k P2 () n1 k n2 ()
a1
a2
=
b1
b2
=
c1
c2
:

2) P1 ? P1 () n1 ? n2 () n1 � n2 = 0, a1a2 + b1b2 + c1c2 = 0:
3) Kampas ' yra kampas tarp normal·es vektoriu¾n1 ir n2: Tod·el

cos' =
n1 � n2
kn1k kn2k

=
a1a2 + b1b2 + c1c2p

a21 + b
2
1 + c

2
1

p
a22 + b

2
2 + c

2
2

:

I¾rodyta. �

7.6 Teorema (triju¾plok�tumu¾pad·etis erdv·eje). Tegu plok�tumu¾P1; P2
ir P3 lygtys yra:

P1 : a1x+ b1y + c1z + d1 = 0
P2 : a2x+ b2y + c2z + d2 = 0
P3 : a3x+ b3y + c3z + d3 = 0:

1) Plok�tumos P1; P2 ir P3 kertasi viename ta�ke ()

������
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

������ 6= 0:
2) Plok�tumos P1; P2 ir P3 yra lygiagreµcios vienai tiesei ()

������
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

������ =
0:

I¾rodymas. Vektoriai n1=(a1; b1; c1), n2 = (a2; b2; c2) ir n3 = (a3; b3; c3) yra
normal·es vektoriai plok�tumoms P1; P2 ir P3 atitinkamai. Tada
1)
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Plok�tumos P1; P2 ir P3 kertasi viename ta�ke ()
vektoriai n1;n2 ir n3 n·era lygiagretūs vienai plok�tumai (jei būtu¾ lygiagretūs
vienai plok�tumai, tai plok�tumos kirsdamosi ta�ke, kirstu¾si ir tiese)()

vektoriai n1;n2 ir n3 yra nekomplanarūs()
n1 � (n2 � n3) 6= 0()������

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

������ 6= 0:
2)

Plok�tumos P1; P2 ir P3 yra lygiagreµcios vienai tiesei ()
vektoriai n1;n2 ir n3 lygiagretūs vienai plok�tumai()

vektoriai n1;n2 ir n3 yra komplanarūs() n1 � (n2 � n3) = 0()������
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

������ = 0:
I¾rodyta. �
Galima viena i� a�tuoniu¾ triju¾ plok�tumu¾ P1; P2 ir P3 pad·eµciu¾ erdv·eje. Jas

apra�ysime tiesiniu¾ lygµciu¾sistemos8<:
a1x+ b1y + c1z + d1 = 0
a2x+ b2y + c2z + d2 = 0
a3x+ b3y + c3z + d3 = 0

sprendiniais.
Paµzym·ekime sistemos matric ¾a A; o sistemos i�pl·estin¾e matric ¾a B: Tada:
rankA = 1; rankB = 2
1) sistema nesuderinta) Plok�tumos P1; P2 ir P3 yra lygiagreµcios, n1;n2;n3

- kolinearūs ir

a1
a2
= b1

b2
= c1

c2
6= d1

d2
a1
a3
= b1

b3
= c1

c3
6= d1

d3
a2
a2
= b2

b2
= c2

c2
6= d2

d2

2) sistema nesuderinta ) dvi plok�tumos sutampa ir lygiagreµcios treµci ¾ajai,
n1;n2;n3 - kolinearūs ir
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a1
a2
= b1

b2
= c1

c2
= d1

d2
a1
a3
= b1

b3
= c1

c3
6= d1

d3

rankA = 2; rankB = 3
3) sistema nesuderinta ) dvi plok�tumos lygiagreµcios viena kitai ir nelygia-

greµcios treµciai, n1;n2 - kolinearūs, n3 nekolinearus ir

a1
a2
= b1

b2
= c1

c2
6= d1

d2

4) sistema nesuderinta ) dvi plok�tumos kertasi teise, lygiagreµcia treµci ¾ajai
plok�tumai, n1;n2;n3 - komplanarūs ir poromis nekolinearūs

rankA = 3
5) sistema suderinta) plok�tumos kertasi viename ta�ke, n1;n2;n3 -nekomplanarūs

rankA =rankB = 1
6) sistema suderinta ) visos plok�tumos sutampa, n1;n2;n3 - kolinearūs ir

a1
a2
= b1

b2
= c1

c2
= d1

d2
a1
a3
= b1

b3
= c1

c3
= d1

d3

rankA =rankB = 2
7) sistema suderinta ) dvi plok�tumos sutampa ir nelygiagreµcios treµci ¾ajai,

n1;n2 - kolinearūs, n3 nekolinearus ir

a1
a2
= b1

b2
= c1

c2
= d1

d2

8) sistema suderinta) dvi plok�tumos kertasi teise, esanµcia treµcioje plok�tumo-
je, n1;n2;n3 - komplanarūs ir poromis nekolinearūs.

Ties¾e erdv·eje galima apibr·eµzti kaip dvieju¾susikertanµciu¾plok�tumu¾susikirtimo
bendru¾ta�ku¾aib¾e.

7.7 Apibr·eµzimas. Dvieju¾ tiesiniu¾ lygµciu¾ sistema:�
a1x+ b1y + c1z + d1 = 0
a2x+ b2y + c2z + d2 = 0

: (1)
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vadinama ties·es bendr ¾aja lygtimi erdv·eje.

Tegu A0 (x0; y0; z0)� �ksuotas ties·es T ta�kas, o A (x; y; z) - bet kuris ties·es
T ta�kas, ir v =(k; l;m) - nenulinis vektorius lygiagretus tiesei T: Tada vektoriai��!
A0A = (x� x0; y � y0; z � z0) ir v =(k; l;m) yra kolinearūs:

x� x0
k

=
y � y0
l

=
z � z0
m

:

�i dviguba lygyb·e yra teisinga su visais ties·es ta�kais A (x; y; z) ir tod·el ji yra
ties·es T lygtimi: tai ir yra kanonin·e ties·es T lygtis, o vektorius v =(k; l;m)
vadinamas ties·es T krypties vektoriumi.
Vektoriu¾

��!
A0A = (x� x0; y � y0; z � z0) ir v =(k; l;m) kolinearum ¾a gal·etume

uµzra�yti ir taip:

��!
A0A = tv:

Jeigu O yra koordinµciu¾ sistemos pradµzios ta�kas( O = (0; 0; 0)), tai
��!
A0A =�!

OA���!OA0 ir
�!
OA =

��!
OA0 + tv:

�i lygtis vadinama vektorine ties·es lygtimi. Tai galima uµzra�yti ir taip:

(x; y; z) = (x0; y0; z0) + t (k; l;m)

ir

x = x0 + tk
y = y0 + tl
z = z0 + tm

Tai parametrin·es ties·es T lygtys.

Kaip i�bendrosios ties·es lygties rasti kanonin ¾e ties·es lygti¾?

Tegu (1) yra bendroji ties·es T lygtis. Ties·es T krypties vektorius v =(k; l;m)
tai bet kuris vektorius lygiagretus abiems plok�tumoms: a1x+ b1y + c1z + d1 = 0
ir a2x + b2y + c2z + d2 = 0; t.y. vektorius v yra statmenas abiems plok�tumu¾
normal·es vektoriams n1 = (a1; b1; c1) ir n2 = (a2; b2; c2) : Taigi vektoriumi v gal·etu¾
būti vektorius
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v = n1 � n2 =
����� b1 c1
b2 c2

���� ;� ���� a1 c1
a2 c2

;

���� a1 b1
a2 b2

��������� :
Norint rasti kuri¾ nors vien ¾a ties·es ta�k ¾a A0, reiktu¾ paimti kuri¾ nors sistemos

(1) sprendini¾ (x0; y0; z0) :

Tiesiu¾pad·etis koordinaµciu¾ sistemos atµzvilgiu.

Tegu v =(k; l;m) - ties·es T krypties vektorius.
1. k = 0 , v � i =0, T lygiagreti yz plok�tumai
2. l = 0, v � j =0, T lygiagreti xz plok�tumai
3. m = 0, v � k =0, T lygiagreti xy plok�tumai
4. k = l = 0, v k k,T lygiagreti Oz a�iai
5. l = m = 0, v k i,T lygiagreti Ox a�iai
6. k = m = 0, v k j,T lygiagreti Oy a�iai.

7.8 Teorema(dvieju¾tiesiu¾pad·etis erdv·eje). Tegu duotos dvi ties·es:

T1 :
x� x1
k1

=
y � y1
l1

=
z � z1
m1

T2 :
x� x2
k2

=
y � y2
l2

=
z � z2
m2

:

Tada

1) ties·es T1 ir T2 lygiagreµcios ()
k1
k2
=
l1
l2
=
m1

m2

:

2) ties·es T1 ir T2 statmenos () k1k2 + l1l2 +m1m2 = 0:
3) kampas ' tarp tiesiu¾T1 ir T2 randamas i� lygties

cos' = k1k2+l1l2+m1m2p
k1+l1+m1

p
k2+l2+m2

.

4) ties·es T1 ir T2 yra prasilenkianµcios ()������
k1 l1 m1

k2 l2 m2

x2 � x1 y2 � y1 z2 � z1

������ 6= 0 :
5) ties·es T1 ir T2 priklauso vienai plok�tumai ()
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������
k1 l1 m1

k2 l2 m2

x2 � x1 y2 � y1 z2 � z1

������ = 0:
I¾rodymas.
1)

ties·es T1 ir T2 lygiagreµcios ()
krypties vektoriai v1 = (k1; l1;m1) ir v2 = (k2; l2;m2) lygiagretūs()

k1
k2
=
l1
l2
=
m1

m2

:

2)

ties·es T1 ir T2 statmenos()
krypties vektoriai v1 = (k1; l1;m1) ir v2 = (k2; l2;m2) statmeni

() k1k2 + l1l2 +m1m2 = 0:

3) kampas ' tarp tiesiu¾ T1 ir T2 tai kampas tarp krypties vektoriu¾ v1 =
(k1; l1;m1) ir v2 = (k2; l2;m2) ; tod·el

cos' = k1k2+l1l2+m1m2p
k1+l1+m1

p
k2+l2+m2

:

4)

ties·es T1 ir T2 yra prasilenkianµcios()
vektoriai v1 = (k1; l1;m1) , v2 = (k2; l2;m2) ir A1A2 = (x2 � x1; y2 � y1; z2 � z1)

n·era komplanarūs
() v1 � (v2 �A1A2) 6= 0:

5)

ties·es T1 ir T2 priklauso vienai plok�tumai()
vektoriai v1 = (k1; l1;m1) , v2 = (k2; l2;m2) ir A1A2 = (x2 � x1; y2 � y1; z2 � z1)

komplanarūs()
v1 � (v2 �A1A2) = 0:

I¾rodyta. �
7.9 Teorema(ties·es ir plok�tumos pad·etis erdv·eje). Tegu duota ties·e

T :
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x� x0
k

=
y � y0
l

=
z � z0
m

ir plok�tuma P :

ax + by + cz + d = 0 :

1) ties·e T lygiagreti plok�tumai P () ak + bl + cm = 0

2) ties·e T statmena plok�tumai P () a

k
=
b

l
=
c

m
:

I¾rodymas. Ties·e T lygiagreti plok�tumai P tada ir tik tada, kai ties·es T kryp-
ties vektorius v =(k; l;m) statmenas plok�tumos P normal·es vektoriui n =(a; b; c) :

ak + bl + cm = 0

Ties·e T statmena plok�tumai P tada ir tik tada, kai ties·es T krypties vektorius
v =(k; l;m) lygiagretus plok�tumos P normal·es vektoriui n =(a; b; c) :

a

k
=
b

l
=
c

m
:

I¾rodyta. �
Ta�ko atstumas iki ties·es.

Tegu A ir B� du skirtingi ties·es T ta�kai, o P� bet kuris ties·es T ta�kas.
Tada vektoriai

�!
AP ir

�!
AB yra kolinearūs:

�!
AP =t

�!
AB :

7.10 Teorema(ta�ko atstumas iki ties·es). Tegu C yra erdv·es ta�kas, o A
ir B� du skirtingi ties·es T ta�kai: Egzistuoja vienint·elis toks ties·es T ta�kas P (
jis vadinamas C projekcija ties·eje T ); kad vektorius

�!
CP yra statmenas vektoriui�!

AB ir

�!
AP =t

�!
AB t =

�!
AB ��!AC


�!AB


2 ;

ta�ko C atstumas iki ties·es T lygus
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CP =

r
AC2 � AB2 �

��!
AC ��!AB

�2
AB

:

I¾rodymas. Vektorius
�!
CP turi būti statmenas vektoriui

�!
AB : Tada

�!
CP ��!AB=0��!

AP��!AC
�
� �!AB=0�

t
�!
AB��!AC

�
� �!AB=0

t
�!
AB ��!AB ��!AC ��!AB=0
t



�!AB


2=�!AC ��!AB
t =

�!
AB ��!AC


�!AB


2 :

Vektoriai
�!
CP ir

�!
AP yra statmeni, tod·el i�Pitagoro teoremos trikampiui PAC

(kampas prie vir�̄un·es P� status) turime:

CP 2 = AC2 � AP 2 =
AC2 �




t�!AB


2 =
AC2 � t2AB2 =

AC2 �
 �!
AB ��!AC
kABk2

!2
AB2 =

AC2 � AB2 �
��!
AC ��!AB

�2
AB2

:

I¾rodyta. �
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